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Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1773  ;  1777. 


I. 

Je  me  propose  de  donner  dans  ce  Mémoire  une  méthode  pour  inté- 
grer, toutes  les  fois  que  cela  est  possible,  les  équations  linéaires  aux 
différences  partielles;  cette  méthode  est  fondée  sur  la  forme  dont  les 
intégrales  de  ces  équations  sont  susceptibles  :  comme  la  recherche  de 
cette  forme  tient  à  la  métaphysique  du  calcul,  on  pourrait  craindre  ici 
l'obscurité  qui  souvent  accompagne  la  métaphysique;  je  vais  donc  faire 
en  sorte  de  présenter  mes  idées  le  plus  clairement  qu'il  me  sera  pos- 
sible, et  de  manière  à  ne  laisser  aucun  nuage  sur  un  objet  aussi  inté- 
ressant. L'illustre  inventeur  de  ce  calcul,  M.  d'Alembert,  et  plusieurs 
grands  géomètres  après  lui  s'en  sont  déjà  occupés  avec  beaucoup  de 
succès;  mais  leurs  recherches,  d'ailleurs  très  profondes,  ne  présen- 
tent, si  j'ose  le  dire,  que  des  procédés  isolés  qui,  lorsqu'ils  deviennent 
insuffisants  pour  intégrer  une  équation  proposée,  laissent  justement 
lieu  de  douter  s'il  ne  serait  pas  possible  d'en  obtenir  l'intégrale  par 
d'autres  voies  :  la  méthode  suivante,  au  contraire,  en  embrassant  tous 

(!)  Lu  en  1773.  Romis  le  4  décembre  1776. 
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les  cas  d'intégration,  réunit  le  double  avantage  de  donner  les  inté- 
grales complètes,  lorsqu'elles  sont  possibles,  ou  de  s'assurer  qu'elles 
sont  impossibles;  j'espère  d'ailleurs  qu'elle  ne  laissera  rien  à  désirer 
du  côté  de  la  simplicité  et  de  la  facilité  de  la  mettre  en  usage. 

II. 

%  étant  fonction  quelconque  de  plusieurs  variables  ce,  y,  . . .,  je  sup- 
pose qu'on  la  difFérentie,  en  ne  faisant  varier  que  x,  et  que  l'on  dé- 
signe par  -r1  le  coefficient  de  dx  dans  cette  différence  (il  ne  faut  pas 

A  ri '" 

confondre  cette  expression  ~  avec  celle-ci  —•>  qui  signifie  la  diffé- 
rence entière  de  z,  divisée  par  dx);  que  l'on  représente  encore  par  -rp 
le  coefficient  de  dy  dans  la  différence  de  z;  une  équation  quelconque 
entre  z,  x,  y,  -^-,  ~  est  aux  différences  partielles  du  premier  ordre. 
Pareillement,  si  l'on  différentiel  :  i°  deux  fois  de  suite  par  rapport 

à  a?  et  par  rapport  à  y,  en  regardant  dx  et  dy  comme  constants,  et  que 

diz        diz 
l'on  désigne  par  ^—2  et  -r-g  les  coefficients  de  dx2  et  de  dy2  dans  ces 

différences;  2°  une  première  fois  par  rapport  à  x,  et  une  seconde  fois 
par  rapport  à  y,  ou,  ce  qui,  comme  l'on  sait,  revient  au  même,  une  pre- 
mière fois  par  rapport  à  y,  et  une  seconde  fois  par  rapport  à  x,  et  que 

d%z 
l'on  désigne  par  -5 — p  le  coefficient  de  dxdy;  si  l'on  a  une  équation 

àz    dz    dz  z      d%z  d2z 

quelconque  entre  z,  x,  y,  ~,  -^>  -r-^2,  ~  et  -r-p  elle  sera  aux  dif- 
férences partielles  du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite  pour  les  ordres  sui- 
vants. 

Une  semblable  équation  étant  donnée,  il  s'agit  d'en  trouver  l'inté- 
grale, c'est-à-dire  de  trouver  une  fonction  finie  entre  z,  x  et  y,  telle 
qu'elle  satisfasse  à  cette  équation  de  la  manière  la  plus  générale;  le 
problème  pris  ainsi  dans  toute  son  étendue  présente  des  difficultés 
bien  supérieures  à  celles  de  l'intégration  des  équations  aux  différences 
ordinaires,  en  sorte  qu'on  peut  regarder  une  équation  aux  différences 
partielles  comme  intégrée,  lorsqu'elle  est  ramenée   à    l'intégration 
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d'une  équation  aux  différences  ordinaires,  à  peu  près  comme  on  est 
censé  avoir  l'intégrale  de  celle-ci,  lorsqu'elle  ne  dépend  plus  que  de 
l'intégration  des  fonctions  différentielles. 

Les  équations  aux  différences  ordinaires  peuvent  être  considérées 
comme  des  cas  très  particuliers  des  équations  aux  différences  par- 
tielles :  il  suffi!  pour  cela  de  rendre  nuls,  dans  ces  dernières,  les  coef- 
ficients des  différences  de  z,  prises  par  rapport  à  y;  on  aura,  de  cette 

dz     di  z 
manière,  une  équation  entre  <v,  y>  z,  -r->  -r— ;,  •••>  dans   laquelle  y 

pourra  être  considéré  comme  constant,  et  si  cette  équation  est  de 
l'ordre  n,  son  intégrale  renfermera  n  constantes  arbitraires,  qui  seront 
fonctions  quelconques  de  y. 

De  ce  que,  dans  un  grand  nombre  de  cas  particuliers,  l'intégrale  com- 
plète d'une  équation  aux  différences  partielles  de  l'ordre  n  renferme 
n  fonctions  arbitraires,  on  a  exigé  la  même  condition  de  l'intégrale 
complète  d'une  équation  quelconque  aux  différences  partielles;  mais 
il  arrive  souvent  qu'elle  est  impossible  à  remplir,  et  l'on  en  verra  des 
exemples  dans  la  suite.  Il  serait  sans  doute  bien  utile  d'avoir  une  mé- 
thode pour  s'assurer  si  une  équation  donnée  est  susceptible  d'une  in- 
tégrale complète,  et  dans  ce  cas  de  la  déterminer;  c'est  là  ce  que  je 
me  propose  de  faire  sur  les  équations  aux  différences  partielles 
linéaires  :  j'appelle  ainsi  les  équations  dans  lesquelles  la  variable  z  et 
ses  différences  ne  sont  élevées  à  d'autres  puissances  que  l'unité,  et  ne 
se  multiplient  ou  ne  se  divisent  point  les  unes  par  les  autres;  j'ai 
choisi  ce  genre  d'équations,  de  préférence  à  tout  autre,  parce  qu'il  se 
rencontre  fréquemment  dans  l'application  de  l'analyse  à  la  nature, 
principalement  lorsqu'il  s'agit  de  déterminer  les  oscillations  infiniment 
petites  du  système  d'un  nombre  infini  de  corpuscules,  qui  agissent  les 
uns  sur  les  autres  d'une  manière  quelconque,  et  dont  l'état  primitif 
peut  être  quelconque  ('). 

(*)  Ces  recherches,  à  quelques  additions  près,  ont  été  lues  à  l'Académie  dans  le  cou- 
rant de  l'année  1773,  et  j'en  ai  donné,  dans  le  Tome  VI  des  Savants  étrangers,  quelques 
résultats,  parmi  lesquels  se  trouve  l'intégration  de  l'équation  (1)  de  l'article  suivant  (*). 

(•)  OEuvres  de  Laptace,  T.  VIII,  p.  63  à  65. 
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III. 
L'équation  générale  linéaire  du  premier  ordre  est 

dz  dz       _        „ 

o  =  -c 1-  a  -r (-os+i, 

dx  dy 

a,  6  et  T  étant  fonctions  quelconques  de  #  et  de  y.  M.  d'Alembert  en  a 
donné,  le  premier,  l'intégrale  dans  le  Tome  IV  de  ses  Opuscules.  Je  vais 
intégrer  la  suivante  qui  la  renferme 

dz         dz      xr 

V  étant  fonction  de  x,  y  et  z. 

J'observerai  ici  que  je  regarde  une  équation  aux  différences  par- 
tielles comme  intégrée  lorsqu'elle  est  ramenée  à  l'intégration  d'une 
équation  aux  différences  ordinaires.  Cela  posé, 

Je  considère  d'abord  z  comme  fonction  de  x  et  de  y,  et  ensuite 
comme  fonction  de  x  et  d'une  nouvelle  variable  u,  ce  qui  donne,  en 

différentiant, 

,  dz     .        dz   . 

as=    -r-     dx  -+-  -r-  dy, 
dx  ày 

,        (  dz\<  dz   . 

dz  =    t—    dx  4-  -s-  du, 
\dxj  du 

dz 

-s-  désignant  le  coefficient  de  dx,  dans  la  différentiation  de  z,  lorsque  z 

est  considéré  comme  fonction  de  x  et  de  y;  et  (-p)  désignant  ce 
même  coefficient  lorsque  z  est  regardé  comme  fonction  de  x  et  de  u. 

Si  l'on  considère  présentement  u  comme  fonction  de  x  et  de  y,  on 
aura 

/        du  .i        au  , 
du=  -x—  dx  -+-  -T-dy; 
dx  ày 

donc 

/        (  àz\'  dz  du   ,          dz  du  , 

partant, 


\dxj             du  dx 

^dud~y"J' 

dz  _(àz\'      dz  du 
dx       \dxj       du  dx 

dz        dz  du  ■ 
dy       du  dy' 
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l'équation  (i)  deviendra  ainsi 

/  dz\      dz  du  dz  du 

\dx )       au  dx         du  dy 

La  variable  u  étant  indéterminée,  je  puis  la  supposer  telle  que  l'on 

ait 

_  du  du 

dx  dy' 

on  aura  ainsi 

•=(i)'-v- 

équation  qui  sera  réduite  aux  différences  ordinaires,  lorsque,  après 
avoir  déterminé  u  au  moyen  de  celle-ci 

du  du 

o  =  -r h  a  j-> 

dx  dy 

on  en  aura  tiré  la  valeur  de  y  en  x  et  en  u,  et  on  l'aura  substituée 

dans  V. 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  trouver  une  valeur  qui  satisfasse  pour 

u  à  l'équation 

du  du 

°=dx-*-"d}> 

or,  puisque  l'on  a 

,         du   ,         du  , 
du  =  ^r—  dx  -+-  -r-  dy. 
dx  dy   J 

on  aura 

dUZ=Z  dy^dy~adx^; 

soit  N  le  facteur  par  lequel,  multipliant  dy  —  <x.dœ,  on  rend  cette 
quantité  une  différentielle  exacte,  et  que  l'on  fasse 

Ndy  —  aNdx  =  dd, 

on  aura 

du 

N 

partant,  u  est  fonction  de  0;  prenons  0  pour  cette  fonction  même,  eu 

OEuvres  de  L.  —  IX. 


10       RECHERCHES  SUR  LE  CALCUL  INTÉGRAL 

sorte  que  l'on  ait  u  —  G;  0  étant  fonction  de  x  et  de  y,  on  aura  y  en 
fonction  de  x  et  de  u;  cette  valeur  de  y  substituée  dans  V  rendra  cette 
quantité  fonction  de  x,  z  et  u.  Soit  V  cette  fonction,  on  aura 


0  =  (»)'' 


V, 


équation  dont  l'intégrale,  en  supposant  u  constant,  peut  être  mise 

sous  cette  forme 

S  =  C, 

S  étant  fonction  de  x,  z  et  u,  et  C  étant  une  constante  arbitraire  qui 
peut  être  une  fonction  quelconque  de  u,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
de  G;  désignant  donc  par  T(0)  une  fonction  arbitraire  de  G,  l'équa- 
tion 

S=r(0) 

est  l'intégrale  complète  de  la  proposée 

dz         dz      _ 

o  = ha-3-  4-  V; 

dx         dy 

l'intégration  de  cette  équation  se  trouve  ainsi  réduite  à  celle  de  deux 
équations  aux  différences  ordinaires,  puisque  la  recherche  du  facteur 
N  dépend,  comme  l'on  sait,  de  l'intégration  de  l'équation 

dy  —  <x  dx  =  o. 

Déterminons,  d'après  cette  méthode,  l'intégrale  de  l'équation  li- 
néaire 

dz         dz       .        _ 

0  =  3 ha-r-+ê3  +  T; 

ox         ay 

pour  cela,  on  intégrera  d'abord  celle-ci 

du  du 

dx  dy} 

soit  u  =  <p(8)  son  intégrale;  en  faisant  <p(ô)  =  0,  on  aura  u  =  G;  d'où 
l'on  tirera  y  en  fonction  de  a?  et  de  m;  en  substituant  ces  valeurs  dans 


AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES.  11 

€  et  T,  elles  deviendront  fonctions  de  x  et  de  u;  soient  6'  et  T  ces  fonc- 
tions, on  aura 

équation  dont  l'intégrale  est,  comme  l'on  sait,  en  regardant  u  comme 

constant, 

z  —  e-f&d*(C  —  J'Y  dxeS  *>**), 

le  signe  /  se  rapportant  à  la  variabilité  de  x  seul;  or,  la  constante  C 
pouvant  être  fonction  quelconque  de  0,  on  aura,  pour  l'intégrale  de 
l'équation  linéaire  aux  différences  partielles 

ax         oy 

z  =  e-îè'dxy(B)  —  e-S&dx  ÇTdxe^'dx\ 

d'où  il  suit  que  la  forme  de  celte  intégrale  est 

z  =  U-hX(?(B), 
A,  H  et  0  étant  des  fonctions  déterminées  de  x  et  dey. 

IV. 

On  aurait  pu  trouver  celte  forme  a  priori,  de  la  manière  suivante. 

Pour  cela,  j'observe  que  l'intégrale  d'une  équation  aux  différences 
partielles  du  premier  ordre  ne  renferme  qu'une  fonction  arbitraire 
que  je  représente  par  9(0);  or  il  peut  arriver  que  la  quantité  G,  dont  la 
fonction  arbitraire  est  composée,  soit  une  fonction  déterminée  de  x  et 
dey,  ou  qu'elle  soit  indéterminée;  examinons  séparément  ces  deux 
cas. 

Premier  cas.  —  Lorsque  9  est  fonction  déterminée  de  x  et  de  y. 

L'intégrale  peut  alors  être  mise  sous  cette  forme  z  =  M ,  M  étant 
fonction  de  a?,  y  et  de  9(0);  or,  <p(0)  étant  une  fonction  arbitraire,  je 
puis  la  supposer  égale  à  une  fonction  quelconque  déterminée  de  0, 
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plus  à  une  fonction  arbitraire  infiniment  petite,  que  je  désigne  par 
i T(0),  i  étant  un  coefficient  infiniment  petit.  Si  l'on  substitue  cette 
valeur  de  <p(6)  dans  M,  et  que  l'on  réduise  cette  quantité  dans  une 
suite  ascendante  par  rapport  à  i,  on  aura  une  expression  de  cette 

forme 

5  =  N  +  iN'-hi2N"+.... 

En  substituant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation 

(K)  .=  *+«g  +  6,  +  T, 

que  je  nommerai  dorénavant,  pour  simplifier,  l'équation  (K),  tous  les 
termes  homogènes  par  rapport  à  i  doivent  se  détruire  réciproquement; 

on  aura  donc 

dN  dN       -__.      ^ 

o  =  -j ha- bêN  +  T, 

ax  ay 

o  —  -3—  + a -3-  +6N', 
ax  ay 

dW        dWf     mm 

O  =  -s fc-a-v- +6M, 

ax  ay 


partant,  l'équation 


z  =  N  +  N' 


satisfait  à  l'équation  (K);  de  plus,  elle  en  est  l'intégrale  complète, 
puisque  N'  renferme  la  fonction  arbitraire  I\ô). 

On  aura  i"N'  en  différentiant  M  par  rapport  à  <p(ô),  et  supposant  la 
différence  de  <p(G)  égale  à  iT(Q);  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  la 
fonction  arbitraire  T(G)  existe  dans  N'  sous  une  forme  linéaire;  mais 
elle  peut  y  être  affectée  des  signes  différentiel  et  intégral,  en  sorte  que 
N'peut  renfermer  des  termes  de  cette  forme  Rdn*Q[6\  et  si  l'on  repré- 
sente par  [x,  [//,  \k", ...  des  fonctions  quelconques  de  x  et  de  y,  N'  peut 
renfermer  encore  des  termes  de  la  forme 
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soit 

de»    -    ^  h 

et  supposons  d'abord  que  le  terme  précédent  ne  renferme  qu'un  seul 
signe  /,  de  manière  qu'il  soit  H  j  L<f[xP'(ô);  il  est  clair  que,  pour 
que  l'intégration  soit  possible,  Lr"(ô)  doit  être  fonction  de  [x;  or  on  a 

du.  =:  ~  dx  -+-  -~  dv: 
dx  ay   " 

on  aura  donc 

HfLrff*r»(0)  =  H  fh^dxYn(9), 

l'intégrale  /  L-^-dccY"(0)  étant  prise  en  ne  faisant  varier  que  ce,  et  en 
y  ajoutant  une  constante  qui  sera  fonction  de  y  seul;  on  peut  donc 
toujours  réduire  l'intégrale  jLd[xY"(b)  à  une  intégrale  de  l'une  ou 
l'autre  de  ces  deux  formes  jYdxYn(0)  ou  j  YdyY"(Q),  ces  inté- 
grales étant  prises  en  ne  faisant  varier  que  ce  ou  y.  On  réduira  pareille- 
ment la  double  intégrale    fhdu\  f\Jd^!Yn(fi)  à  l'une  de  ces  quatre 

formes 

f\dx  f\'dxYn{9),    fYdyfV'dyY"(9), 

f\dxf\'dyYn(9),     fVdyfV'dxY"{9); 

or  on  peut  réduire  à  de  simples  intégrales  les  doubles  intégrales 

fYdxfY'dxY"(9)     et     fVdyfV'dyY*(9); 

car,  si  l'on  fait  f  V  dx  =  R,  on  aura 

fVdxfV,dxY"(9)  =  RfV'dxYn(9)-fY'RdxY»(9); 

on  voit  ainsi  que,  toutes  les  fois  que,  dans  un  terme,  deux  signes  /  con- 
sécutifs se  rapportent  à  la  même  variable,  ce  terme  peut  se  réduire  ;  il 
résulte  de  là  que  le  terme 
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peut  être  réduit  à  des  termes  de  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  formes 

Hf\dxf\'dy  j'y" dx.  ..Tn(9) 

ou 

RfVdy  fV  dxf\"  dy...Yn{9). 

Présentement,  si  l'on  fait  fVdx~R,  on  aura 

on  peut  donc,  en  suivant  ce  procédé,  augmenter  d'une  unité  l'ordre  de 
la  différence  de  la  fonction  arbitraire  enveloppée  sous  le  signe  j  ;  si 
l'on  suppose  conséquemment  que  ,Qr  soit  la  plus  haute  différence 
de  T(G)  dans  N',  on  pourra  réduire  toutes  les  différences  de  T(ô)  en- 
veloppées sous  le  signe  intégral  à  être  de  l'ordre  r;  partant,  si  l'on 
fait 

-#-***♦<•*         -dë^=^{e)>  -dQ^='^{9)>         •••' 

l'expression  de  z  sera  comprise  dans  la  formule  suivante  : 

^N  +  HiKSl+H'^^  +  H^^jH-... 
+  hfv  dx<\>{9)  +  L'fV  dx^{9)  +  ... 
-hlf\Jdy<\>{9)  +  l'f\J'dyty{9)+... 
4-  P/Q  dx  fQf  dyty(9)-h  P'fQ"  dxfQ'"  dyty(B)  + .. . 
-f-  Rf  S  dy  f%'dxty{0)+... 


(T) 


Second  cas.  —  Lorsque  9  est  fonction  indéterminée  de  x  et  de  y. 

Il  peut  arriver  que,  dans  l'intégrale  d'une  équation  aux  différences 
partielles,  la  quantité  G,  enveloppée  sous  le  signe  de  la  fonction  arbi- 
traire, soit  elle-même  indéterminée;  par  exemple,  si,  dans  l'équation 
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aux  différences  partielles  ■£  =  -?~j  on  fait  —  —  0,  on  aura 

dz  =  -j—  dx  -+-  -^  rf/  =  Qi  dx  ■+-  0  rf/  ; 

partant, 

z  —  0\v  -h  Oy  —fdd(29x-hr); 

d'où  il  suit  que  i§x  -h  y  est  fonction  de  0;  soit  donc 

J'd9('2ex-hy)  =  y(Q), 

et  que  l'on  fasse  — ~—  =  o'(^)»  on  aura 

z  —  Q^x  +  Qy—  <p(0), 

ol  0  se  déterminera  par  l'équation 

en  sorte  que  cette  quantité  est  elle-même  indéterminée;  mais  cela  ne 
peut  jamais  avoir  lieu  dans  l'intégrale  d'une  équation  linéaire  aux 
différences  partielles,  ou,  lorsque  cela  arrive,  il  est  toujours  possible 
de  réduire  la  quantité  enveloppée  sous  la  fonction  arbitraire  à  être- 
une  fonction  déterminée;  car,  si,  dans  l'équation  qui  sert  à  déter- 
miner 6,  l'on  suppose  à  la  fonction  arbitraire  ç(0)  une  valeur  quel- 
conque déterminée,  plus  une  valeur  arbitraire  infiniment  petite,  que 
je  représente  par  iT(ô),  i  étant  infiniment  petit,  on  trouvera  Ô  égal  à 
une  fonction  finie  et  déterminée  de  x  et  de  y,  que  j'exprime  par  g?, 
plus  à  une  valeur  infiniment  petite  et  indéterminée  dépendante  de 
*T(0);  si  l'on  substitue  présentement,  dans  l'expression  de  *,  au  lieu 
de  ô  et  de  ©(0),  ces  valeurs,  et  qu'on  la  réduise  dans  une  suite  ascen- 
dante par  rapport  à  i,  on  aura 

N'  étant  fonction  de#,  y  et  de  la  fonction  arbitraire  r(cr);  cette  valeur 
de  z,  satisfaisant  à  l'équation  (K),  il  est  clair  que  tous  les  termes  ho- 
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mogènes  par  rapport  à  i  doivent  se  détruire  réciproquement;  d'où  il 
est  aisé  de  conclure  que  l'équation 

satisfait  à  l'équation  (K),  et  qu'elle  en  est  conséquemment  l'intégrale 
complète,  puisqu'elle  renferme  la  fonction  arbitraire  T(ny);  or,  la 
quantité  gt  étant  une  fonction  déterminée  de  x  et  de  y,  ce  cas  rentre 
dans  celui  que  nous  avons  considéré  ci-dessus. 

Pour  éclaircir  le  raisonnement  précédent  par  un  exemple  fort  simple, 
considérons  l'équation  linéaire  aux  différences  partielles 


si  l'on  fait 

dz  _     dz 

dy  ~      dxy 

dz                           dz 
Tx=p        et         ^  =  g, 

on  aura 

q—px,         dz  —  p  dx  H-  q  dy; 

partant, 

dz=p  dx  +  p  x  dy 

et,  en  intégrant, 

z  —px  +  jpx  (dy  —  -£); 

Aoncpx  est  fonction  de  y  —  lp;  soit 

Jpx(dy--£)=9(y--lp); 

on  aura 

z=px-hc?(y  —  lp) 

atp  sera  déterminé  par  l'équation 

px  =  9'(y~lp), 

en  sorte  que  la  quantité  y  —  lp,  enveloppée  sous  le  signe  de  la  fonction 
arbitraire,  est  ici  indéterminée.  Pour  faire  voir  comment  on  peut  la 
réduire  à  être  déterminée,  soit 

?  {y  —  lp)  =y-ip  +  ïT(y  —  §»); 
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on  aura 

px  =  y'(y  —  lp)  =  i  -+-  iY1  (y  -  lp); 

d'où  l'on  tire 

i       iT'(y-lp) 

X  X 

en  représentant  par  Y' (y  —  lp)  la  différence  de  Y(y  —  lp),  divisée  par 
d(y  —  lp);  sur  cela,  j'observerai  en  passant  que,  dans  la  suite,  je  dési- 

gnerai  -^  par  r(6),  —^  par  P(0),  -^  par  F"($)i  . . . .  Je  re- 
présenterai semblablement  Tefô  T(6)  par  I\  (G),  fdQ  Y,  (6)  par  r2(6), 
y  ^ôr2('G)  par  r3(0),  . ..,  et  la  même  notation  aura  lieu  pour  toutes 
les  fonctions  arbitraires. 

Présentement,  si  l'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  i2,  on  pourra 
substituer,  dans  les  termes  multipliés  par  i,  -au  lieu  de  p,  et  l'on  aura 

i        iT'(y+lx) 

1  X  X 

donc 

z—px  +  ^{y—lp) 

z=:px  -h y  —  lp  -h  iT(y  —  lp) 

=  i  +j -H  /.^  -f-  2iT'(y  ■+■  Ix)  —  /[i  -+-  iT'(y  •+-  lx)] 

=  i  +  /  +  /.î;+  iT'iy-h  lx); 

partant,  l'équation 

z  =  ï  -\- y  -\-  lx  -\-T' (y  -{-  lx) 

satisfait  à  celle-ci 

ôz  dz 

dy         dxy 

et,  par  conséquent,  elle  en  est  l'intégrale  complète. 

L'expression  précédente  de  z  peut  être  mise  sous  cette  forme  plus 

simple 

z  =  <l>(y  -ï-  lx); 

pour  voir  maintenant  d'une  manière  directe  comment  cette  expression 
de  z  coïncide  avec  celle-ci 

z=px  +  y(y  —  lp), 

OEuvrea  dt  L.—  IX.  3 
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on  observera  que  l'équation 

p*  =  y'(y  —  ip) 
donne 

donc 
ou 

d'où  l'on  tire 
à  cause  de 
partant, 


y  —  lp  =  Il(px); 
y  —  lp  -+■  Ipcc  —  Ipx  -f-  H(px) 

y  +-  lx  —  Ipx  +  TL(px), 

px  =  T(y-\-  lx)  =  <p'(j  —  lp), 

px=y'(y—  lp); 

y—lp  —  Y{y+  lx). 


On  voit  donc  quej  —  //?  etpcc  sont  fonctions  de  y  -+-  /#;  donc  s  étant 
égal  àjoa?  -h  ^(j  —  lp)  est  égal  à  une  fonction  quelconque  de  y  H-  lx. 
Il  suit  de  là  que  la  forme  de  l'équation  (T)  est  la  seule  dont  l'inté- 
grale de   l'équation  (K)  est  susceptible;  si   l'on  fait  présentement 


■— -  =  'y,  on  aura 

dx 

'dlV 


f\dx^{9)=,^V^(B)-j  Ô-^dx^(9); 

dl\ 
en  faisant  pareillement  — ~  =  2V,  on  aura 

dx 

rdxv  rs*v 

j  1^dx^(d)  =  >\^(0)-j  (L±dxW), 

et  ainsi  de  suite;  on  pourra  réduire  ainsi  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (T)  dans  une  série  ordonnée  par  rapport  à  ^(0),  ^,(6),  vp2(8),  ..., 
et  l'on  aura  pour  z  une  suite  de  cette  forme 

s  =  N  +  A <|;(0)  +  A' ^(0)  +  A" ij;2(0)  + . . . ; 

si  l'on  substitue  cette  valeur  de  z  dans  l'équation 

dz  àz        .         _ 

dx  ày 
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on  aura 

+■*<«  L^+a¥+êA+A(^  +  a^)J 

.  /ûx[dk'         àk'       L\-,      ,„/dd         dd\-\ 


La  fonction  ^(0)  étant  arbitraire,  il  est  clair  qu'il  n'existe  aucune  rela- 
tion entre  <j/(0),  <|>(ô),  <|^(ô)»  ••.,  en  sorte  que,  dans  l'équation  précé- 
dente, les  coefficients  de  ces  quantités  doivent  être  séparément  égaux 
à  zéro;  on  aura  donc 

0=3 ha3 hêN-hT, 

ox  ay 

—  il    '  f?? 

dA  <?A       -,  . 

o=-t-  -h  a  3-   -ho  A, 
da?  ay 

dk'         dk'      £k, 

0  =  — h  a  -j H  ©A', 

dx  ay 


On  peut  satisfaire  à  toutes  ces  équations,  excepté  aux  trois  premières, 
en  faisant  A'  =  o,  A"=  o,  . . . ,  et  l'on  aura 

dN        <?N      _.T     „ 

o  =  -r-  -h  a.  -3-  -h  6N  h-  T, 

0=:  -r-    -h  a-T-, 
dx  ay 

dk         dk   ,  e. 

0=3 h  a  3 ho  A, 

d.a?  ay 


Il  suffit  de  trouver  pour  N,  0  et  A  des  valeurs  particulières  qui  satis- 
fassent à  ces  trois  équations  :  on  aura  ainsi,  pour  l'intégrale  complète 

de  l'équation  (K), 

5r=N-hA<j,(0); 
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or  cette  forme  est  précisément  la  même  que  celle  à  laquelle  nous 
sommes  arrivés  précédemment. 

On  peut  observer  ici  que  les  fonctions  arbitraires  sont  à  peu  près, 
dans  les  intégrales  des  équations  aux  différences  partielles,  ce  que  sont 
les  constantes  arbitraires  dans  les  intégrales  des  équations  aux  diffé- 
rences ordinaires;  or  on  sait  que  ces  constantes  y  sont  sous  une  forme 
linéaire  lorsque  l'équation  est  linéaire,  et  il  est  facile  de  s'en  assurer  a 
priori  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent;  car,  si  l'on  consi- 
dère l'équation 

a  et  T  étant  des  fonctions  quelconques  de  ce,  son  intégrale  sera 

s  =  M, 

M  étant  fonction  de  x  et  d'une  constante  arbitraire  C;  si  l'on  fait 
C  =  I  h-  z'H,  i  étant  un  coefficient  infiniment  petit  et  H  une  constante 
quelconque,  on  aura,  en  réduisant  M  dans  une  suite  ascendante  par 

rapport  à  i, 

z  =  N  -+-  iHN'-t-  î2H2N"  +  .  .  .; 

en  substituant  cette  valeur  de  s  dans  l'équation 

tous  les  termes  homogènes  par  rapport  à  i  doivent  se  détruire  récipro- 
quement; on  aura  donc 


d'où  il  suit  que  l'équation 

^  =  N+HN' 
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satisfait  à  l'équation  différentielle 

o=  -r i-as+T 

dx 

et  qu'elle  en  est  l'intégrale  complète,  puisqu'elle  renferme  la  constante 
arbitraire  H;  on  voit  ainsi  que  le  même  principe  qui  donne  les  con- 
stantes arbitraires  sous  une  forme  linéaire,  dans  les  intégrales  des 
équations  linéaires  aux  différences  ordinaires,  donne  pareillement  les 
fonctions  arbitraires  sous  une  forme  linéaire,  dans  les  intégrales  des 
équations  linéaires  aux  différences  partielles. 


V. 

L'équation  générale  linéaire  aux  différences  partielles  du  second 
ordre  est 
i\  \  ^2-  à*z         ~d2z  dz        .  dz       .  _, 

CM  °=w+"dïàï+edr+?dZ+sTy+:k*  +  T' 

a,  6,  y,  o  et  T  étant  des  fonctions  quelconques  de  x  et  dey. 

On  peut  la  mettre  sous  une  forme  plus  simple,  en  changeant  les  va- 
riables x  et  y  en  d'autres,  ct  et  0,  qui  soient  fonctions  de  x  et  dey,  en 
regardant  conséquemment  %  comme  fonction  de  ces  nouvelles  va- 
riables, on  aura 

dz dz  dvs       dz  d9 

dx       dns  dx       dB  dx 

(te  __  (te  dn       dz  d0_ 
dy       dm  dy       dB  dy 

dll  —  dl±d^l  d'z    an  <W       §^W    _<te_<PT3       dz  <P0 

dx2  —  dw2  dx2  + 2  dxs  dB  dx  dx  ~^  d¥  dx2  +  drà  dx*  +  dB  53?' 


d2z    _d2z_drs  dxn  d2z    (dn  dB^  dn  dB\ 

dx  dy       dvs2  dx  dy  d&  dB  \dx  dy  dy  dx) 

d*z  dl  dB_       dz     d2vs  dz    d2Q 

dB2  dx  dy       dxs  dx  dy  dB  dx  dy1 


■+- 


dlî  —  dll  Û^L  d*z    chs  dB       d^dB2        dz  d2rs       dz  d2B 

dy2  ~  dxs2  dy2  +  2  dmdB  dy  dy  ~*~  dB2  dy2'*'  drà  dy2  +  dd  dy2' 
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si  les  variables  ct  et  0  sont  telles  que  l'on  ait 

dus*  drn  ôtz       _  dcr2 

<2>  °=^+a^^+ê^' 


(3)  °  =  X^+« 


dQ1        de  de     „de* 


dx'1  dx  dy         dy% 

il  est  aisé  de  voir  que  l'équation  (L)  prendra  cette  forme 

Il  suit  de  là  que  toute  équation  linéaire  aux  différences  partielles  du 
second  ordre  est  réductible  à  cette  forme  très  simple 

,  r»,  O     Z  OZ  UZ  }  ,n  | 

m,  n  et  /étant  fonctions  de  m  et  de  0;  il  ne  s'agit  pour  cela  que  de  dé- 
terminer cj  et  9,  de  manière  que  ces  variables  satisfassent  aux  équa- 
tions (2)  et  (3)  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  celle-ci 

dT3  0X3  /         .  r. ; s\ 

de_de(  ara-Fiv 

or,  en  intégrant  ces  équations  par  l'article  III,  on  trouvera  pour  zs  et 
pour  0  une  infinité  de  valeurs,  parmi  lesquelles  on  peut  choisir  les 
plus  simples;  de  ces  valeurs,  on  tirera  x  et  j,  en  fonctions  de  zs  et 
de  0,  et,  en  substituant  ces  expressions  de  x  et  de  y  dans  l'équa- 
tion (V),  elle  se  transformera  dans  l'équation  (Z),  qui  a  toute  la 
généralité  de  l'équation  (L),  et  qui,  à  cause  de  la  simplicité  de  sa 
forme,  sera  l'objet  des  recherches  suivantes. 

Si  l'on  applique  maintenant  à  l'équation  (Z)  les  raisonnements  de 
l'article  IV,  on  trouvera  que  son  intégrale,  toutes  les  fois  qu'elle  est 
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possible  on  termes  finis,  est  nécessairement  réductible  à  cette  forme, 

z  =  R  4-  A  cp(fx)  4-  A'  9,  (11)  4-  A'  <p,(p)  -h . . . 

4-  B  /' C  cfo  <p(/x)  4-  B'y  C  efa  9(fx)  -h . . . 
4-D/EcW  <?(ii)-hiyfE'dd  9(^)4-... 
-hFfGdwflld6y(ti)   > 


1       •+■ . 

o(|i.)  et  |(v)  étant  deux  fonctions  quelconques  arbitraires  et  indépen- 
dantes l'une  de  l'autre. 

Pour  déterminer  les  quantités  jx  et  v,  dont  les  fonctions  arbitraires 
sont  composées,  on  observera  que,  si  l'on  suppose  '<|>(v)  =  o  et  que 
l'on  réduise  l'expression  précédente  de  s  en  série,  comme  dans  l'ar- 
ticle précédent,  on  aura 

s  =  R-hS9(/x)  -t-S'ç^/*)  -f-. . .; 

en  substituant  cette  valeur  de  -  dans  l'équation  (Z),  on  formera  les 

suivantes  : 

<?2R  dR         dR       fr>      _ 


dxsôB 
dp  dp 


°  ~~  ôxs  00 


La  seconde  équation  fait  voir  que  (/.  est  fonction  de  ct  sans  0,  ou  de 
0  sans  ct.  On  trouvera  la  même  chose  par  rapport  à  v;  on  peut  doue 
supposer  p,  =  u  et  [/. '  =  0;  si  l'on  observe  maintenant  qu'un  terme  tel 
que  /  Ediïy(zs)  se  peut  changer  en  9(13)  j  E^/0,  et  qu'ainsi  ce  terme 
est  compris  dans  celui-ci  A<p(ô),  on  trouvera  que  l'expression  (X)  de  s 
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est  réductible  à  cette  forme 

z  =  R  +  A  <p(gj)  +  A'  cpt  (m)  +  A"  <p2  (or)  + . . . 

-f-R/'C  <p(ro)ûfcT-+-B'y'C'9(BT)flte4-... 

4-  D/E  rf#  /"F  cp(nr)  efcn-  D'y  E'  rffly  F'  <p  (m)  ofe  - 

+  Gf  H  ûfi&y  I  rf^y  K  9  (m)  dnr  + . . . 


•    +  a  ty(6)  + a' $!($)+... 

+  6  fc<\>(9)dQ  +  ... 
+ 

VI.. 

Les  recherches  précédentes  sont  fondées  sur  la  transformation  des 
variables  x  et  y  dans  celles-ci,  w  et  G;  mais  il  peut  arriver  qu'elle  soit 
impossible  dans  deux  cas  qu'il  est  nécessaire  de  discuter. 

Le  premier  a  lieu  lorsque  a  =  o  et  6  =  o;  l'équation  (L)  de  l'article 
précédent  devient  dans  ce  cas 


et  l'on  a 


à*z  àz       %dz       ,         _ 

cte-       '  ax         a  y 


dm  09 

3—  =0         et        -r—  =  o, 


ce  qui  indique  que  zs  et  0  sont  fonctions  de  y  seul,  en  sorte  qu'il  n'est 
pas  possible  alors  d'avoir 'a?  en  fonction  de  rr  et  de  9. 
Le  second  cas  a  lieu  lorsque  6  =  \  a2  ;  on  a  dans  ce  cas 

—  —  —  1    È!E  dd  -       1     d9 

dx~     **dy        el        dx-~**ty 

partant,  a  est  fonction  de  0;  les  deux  variables  cr  et  ô  ne  sont  donc 
point  indépendantes  l'une  de  l'autre,  et,  puisque  x  et  y  sont  indépen- 
dants l'un  de  l'autre,  ils  ne  peuvent  être  donnés  chacun  par  une  fonc- 
tion de  vs  et  de  9.  Supposons  conséquemment  que,  dans  l'équation  (L) 
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de  l'article  précédent,  on  laisse  subsister  y,  et  que  l'on  détermine  a  d»« 
manière  qu'il  satisfasse  à  l'équation 


dm j     dm 

dx  ~       *     dy 


on  aura  x  en  fonction  de  m  et  de  j,  et,  si  l'on  considère  z  comme  fonc- 
tion de  m  et  de  y,  on  aura 


dz dz  dm 

dx       dm  dx  ' 

dz  dz  dm  (dzY 

dy  ~  dm  dy  \dy )  ' 


/  dz 

comme  fonction  de  m  et  dey;  on  aura  ensuite 


i  j-J   étant  le  coefficient  de  dy,  dans  la  différence  de  z,  considéré 


d2z  d*z_dT&       dz^d2m 

dx1        ~  dm2  dx2       dm  dx'-  ' 

d2z  d2z  dm  dm       /   d2z    y  dm        dz     d2m 

; h  -5 


dxdy       dm2  dx  dy       \dmdyj  dx       dm  dx  dy' 

d*z  d*z  dm2       /d°-z\l       dz  d2m         (   d'z  y  dm 


d*z      _d2_zdm2       (dPzV       d 
dy1       ~  dm2  dy2  +  \dy2)  +  d 


dm  dy2  \dmdyj  dy 


et  que  l'on  considère  que  6  =  ±  a2  et  -r-  =  —  £  a  -r-,  on  trouvera  faci- 


Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  (L)  de  l'article  précédent, 
et  que  l'on  considère  que  6  =  ^a2  et  -^  =  —  - 
lement  qu'elle  peut  être  mise  sous  cette  forme 

ainsi  les  deux  cas  que  nous  discutons  ici  conduisent  l'un  et  l'autre  à 
une  équation  aux  différences  partielles  de  cette  forme 

/u\  d2z         dz         dz       _        _ 

<H>  °=àS-'+*dï+dàï+ez  +  r-' 

■ 

or  on  prouvera  comme  ci-dessus  que,  si  l'intégrale  de  cette  équation 
est  possible  en  termes  finis,  que  l'on  suppose  une  des  fonctions  arbi- 

QF.nvres  de  L.  —  IX.  4 
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traires  nulle,  et  que  l'on  représente  par  ?([x)  l'autre  fonction  arbi- 
traire, on  aura  au  moins  par  une  suite  infinie 

s  =  R  + A<p(/x)  + A'<p!(fx)  -t-A"cp2(fji)+..  .; 

en  substituant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  précédente,  on  for- 
mera les  suivantes  : 

o  =  3—  -hy-^ hôj hbR  +  T, 

dx1       '  dx  dy 

o  =  AgçpV), 

\     dx  dx       '     dx  dy  f 

o  =  /  /  ?'(fJL)> 


La  deuxième  de  ces  équations  donne  ~  =  o;  partant,  f/.  est  fonction 

de  y  seul;  la  troisième  donne  £A-p  =  o;  donc,  si  S  n'est  pas  nul,  on 

a  -p  =  o,  en  sorte  que  pi  n'est  point  fonction  de  y,  ainsi  [x  n'étant 

fonction  ni  de  x,  ni  de  j,  est  nécessairement  constant;  d'où  il  résulte 
que  l'intégrale  complète  de  l'équation  (H)  est  impossible,  excepté 
dans  le  cas  de  S  =  o,  ce  qui  réduit  cette  équation  (H)  à  une  équation 
aux  différences  ordinaires  entre  z  et  x,  dont  l'intégrale  renfermera 
deux  constantes  arbitraires  qui  seront  fonctions  quelconques  de  y. 

Il  est  d'autant  plus  remarquable  que  l'intégrale  complète  de  l'équa- 
tion (H)  soit  impossible,  même  par  une  suite  infinie,  dans  le  cas  où  & 
n'est  pas  nul,  que  cette  équation  est  susceptible,  au  moins  dans  un 
grand  nombre  de  cas,  d'une  infinité  d'intégrales  particulières.  Pour 
en  donner  un  exemple  fort  simple,  supposons  y,  0  et  S  constants,  et 
T  =  o.  Si  l'on  fait  z  =  kemx+n\  e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme 
hyperbolique  est  l'unité,  l'équation  (H)  donnera 
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parlant, 

m'-+-y#n-t-6 

m!+ym  +  6  .    mx-r s 

n  = % et         5  =  Ae  °        ; 

o 

l'équation  (H)  étant  linéaire,  il  est  clair  que  l'on  peut  supposer 

m'+Ym  +  ô                                   mj  +  yi«i  +  fi 
m.r-y = "',  •»  -r j. 

z  —  ke  °        -+-  Ate  °         ■+-..., 

A,  m,  A,,  ra,,  ...  étant  des  quantités  constantes  quelconques.  Il  y  a 
plus  ;  si  l'on  fait  m  =  a  -h  ib,  on  aura,  en  réduisant  en  séries, 

.,      /  2a -h  y  -+-  ib 

î  -+-  ib     yx  —  y  — 


mx  —  y s ax  — y - t 

\r  —  ke  °        {  ?-b%  (  2a-)-y-hib\* 


Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  (H),  il  est  clair 
que  tous  les  termes  homogènes,  par  rapport  à  i,  doivent  se  détruire 
réciproquement;  d'où  il  suit  que,  cette  équation  étant  linéaire,  on 
peut,  à  la  place  des  différentes  puissances  de  ib,  substituer  des  con- 
stantes arbitraires;  on  aura  ainsi 


rt'  +  Y  a  -t-  6  ' 
ax-y  ^ 

z  =  ke  ° 


/  2a-f-y\ 


A,  a,  C,  C,  ...  étant  des  constantes  quelconques;  on  aura  ainsi 

n»  -+-  y  a  -t-  6 


ax  —  y 

z—      k  e 


a\-i-yn,  +  o 


[I  +  c(,-,!^)+...] 

kxe                  >        [t  +  D\x-y—ïr-L)+...^ 
■+■ 

On  voit  ainsi  que  l'équation  (H)  est  susceptible  d'une  infinité  d'in- 
tégrales particulières,  sans  pouvoir  l'être  d'une  intégrale  complète. 
J'observerai,  en  passant,  que  la  méthode  précédente  donne  un 


28       RECHERCHES  SUR  LE  CALCUL  INTEGRAL 

moyen  extrêmement  simple  d'avoir  une  infinité  d'intégrales  particu- 
lières des  équations  aux  différences  partielles  linéaires,  d'une  manière 
plus  étendue  que  par  les  procédés  connus;  mais,  mon  objet  étant  ici 
de  déterminer  les  intégrales  complètes  de  ces  équations,  lorsqu'elles 
en  sont  susceptibles,  je  remets  à  m'occuper  dans  un  autre  Mémoire 
de  la  recherche  des  intégrales  particulières. 

VII. 

Je  reprends  maintenant  l'équation 
,„.  à*z  dz  dz 

dont  l'intégrale  est,  comme  on  l'a  vu, 

^  =  R  +  A<p(bt)-h  A'cpi(or)  +  A"<p2(nj)  -h. . . 

+  Bj^C  dm  9  (bt)  +  B'  fC  drn  9  (bj)  +  .. . 
+  D^'E  e^y  F  cfe  9  (gj)  4- . . . 


+  onp(0)  -K.  . 
+ 

Je  suppose,  pour  simplifier,  l'une  des  fonctions  arbitraires,  par 
exemple  ^(6),  nulle,  et  que  l'expression  de  z,  considérée  par  rapport 
à  la  seule  fonction  arbitraire  <p(ny),  ne  renferme  point  le  signe  f,  en 
sorte  que  Ton  ait 

z  =  R  +  A9(cr)  -h  A' 9,(51)  h- Aff<p,(BT)  -+- 

Comme  je  démontrerai  ci-après  que  ce  cas  embrasse  tous  ceux  dans 
lesquels  l'intégrale  de  l'équation  (Z)  est  possible  en  termes  finis,  il 
est  très  important  d'avoir  une  méthode  pour  l'intégrer;  j'ose  me  flatter 
que  la  suivante  mérite,  par  sa  simplicité,  l'attention,  des  géomètres. 

Si  l'on  fait  d'abord  T  =  o,  on  aura 

d*z  dz         dz 
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dont  l'intégrale  sera 

z  =  A<p(ro)  -h  A'<p,(nj)  -+-  A"<pt(5j)  -i- 

Si  l'expression  de  s  ne  renferme  qu'un  seul  terme,  en  sorte  que  l'on 
ail  -  =  A<p(ct),  en  substituant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  diffé- 
rentielle, et  en  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  <p'(°)  0{ 
de  ç(ct),  on  aura  les  deux  équations  suivantes  : 

<*A 


Si  l'on  fait 


on  aura 


mais  l'équation 


<*2A  dX        dX      .. 


,,,       dz 

z{)=TQ+rnz> 


(l)=(^  +  mA)Cp(cT)=:0; 


d's  dz  dz 

dw  d0  dw  d9 


peut  être  mise  sous  cette  forme 
Jdz 


o  = 
ou 


(^j  +  m7  (dz  \  /,       dm 

dzl»  m         /.       dm 

ots  \        drs 

donc,  à  cause  de  z(,)  =  o,  on  a 

.       dm 

0=/ 5—  —  nm  ; 

dxs 

et  c'est  l'équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  l'on  ait 

s  =  A<p(ra), 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  pour  que  l'expression  de  z  ne  renferme 
qu'un  seul  terme. 
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Si  l'expression  de  %  renferme  deux  termes,  en  sorte  que  l'on  ait 

z  z=  A  <p(nr)  •+-  A'9i(cj), 

en  substituant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  différentielle,  on  aura 
les  trois  suivantes 

* 

dk        : 

d2A  dA  dA        ..       âA' 

d2A'  dA'         dA'       ,k, 


si  l'on  fait 


on  aura 

z^  — 


VdB  +mA)<?(nT)  +  ("â^  +  /nA')?i(GT)  =  (-^"  +  mA')?i(GT)» 


en  sorte  que  l'expression  de  z{l)  ne  renfermera  qu'un  seul  terme;  pré- 
sentement, l'équation 

d*z  dz  âz       , 

peut  être  mise,  comme  on  l'a  vu,  sous  cette  forme 

—  dzll) 
drn 

Soit 


•+■  «-s(1,H-  z(l «M»). 


,       dm 

u  =  l ; nm, 

dm 

on  aura 

i   d*M        n    „, 

o=  -  -5 (-  -z^-hz; 

{X      OGJ  [M 

en  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  0,  on  aura 

djx  /  dn  djx\ 

i   d*z^         09    dzl»        n  dz^         {1)\    à0_  dd^\       âz 

li  cha dd        ^     dm   ^  ix    dB    +Z     \  p        n  p*  /  +  d9' 
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si  Ton  ajoute  à  cette  dernière  équation  la  précédente  multipliée  |>;ir  ///. 
on  aura,  à  cause  de  ~  -+-  mz  =  z{i\ 

(      *£\  (       d± 

Soient 

djx  dp 

J9         ....                                       de       dn      .... 
m es  nvl>  et  u.  +  «m  —  n h  -r»  =  «(    » 

on  aura 

On  vient  de  voir  que  l'expression  de  z{i)  ne  renferme  qu'un  seul 
terme,  et  par  ce  qui  précède  l'équation  de  condition  pour  que  cela  ait 
lieu  est 

dm^ 
dm 

c'est  aussi  l'équation  de  condition  nécessaire  pour  que  l'expression 
de  z  renferme  deux  termes. 

Si  l'expression  de  z  renferme  trois  termes,  en  sorte  que  l'on  ait 

«  =  À9(«r)  -t-  À'  9i(gt)  +  A"  92(cj)> 

en  substituant  au  lieu  de  z  cette  valeur  dans  l'équation  différentielle, 

on  aura  les  suivantes 

dk 
0:=zdê      +mA' 

d*A 


dm  de 


en  faisant  z{i)  =  -*,  ■+-  mz,  on  aura 
ou 


#(*)=f^  +m 
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en  sorte  que  l'expression  de  z{,)  dans  l'équation  (Z')  ne  renferme  que 
deux  termes;  or,  nous  avons  vu  ci-dessus  que,  pour  que  l'expression 
de  z  ne  renferme  que  deux  termes,  on  doit  avoir  l'équation  de  condi- 
tion 

du 

donc,  si-Ton  change  dans  cette  équation  m  en  m ,   et  /  en 

a  -+-  nm  —  n h  ^>  on  aura  l'équation  de  condition  pour  que  l'ex- 
pression de  z{i)  ne  renferme  que  deux  termes  et,  par  conséquent,  pour 
que  l'expression  de  z  en  renferme  trois. 

Pareillement,  si,  dans  cette  nouvelle  équation,  on  change  m  en 

d[i  dfx 

de        .    ,                                   d9         dn  ,,,  ''         . 

n >  et  /en  [x  -f-  mn  —  n h^i  on  aura  1  équation  de  con- 
dition pour  que  z  renferme  quatre  termes,  et  ainsi  de  suite;  en  sorte 
qu'on  aura  facilement,  par  ce  moyen,  l'équation  de  condition  néces- 
saire pour  que  z  renferme  un  nombre  quelconque  de  termes. 

De  là,  je  tire  un  moyen  très  simple  d'avoir  la  valeur  complète  de  s." 

Soit 


m        dz 

2()=dê+mz; 

l'équation 

d2z             dz          dz 
dvs  dv           dis          àd 

+i$ 

donnera 

o  = 

dxs                        \         drs 

-  nm  \  ; 

d'où,  en  faisant 

-,       àm       __ 

dp 

de 

r~  dm 

et 


dp. 

,(i) dd        dn 

H1' =  p. -\- nm.  —  n h  ^, 

l*.         dB 
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on  tirera 

Soit 


d'.s('>         ,..d^>         dzw      „.,  ,„ 


et  l'on  aura 

à*™ 


o  = 


ÔG5 

d'où,  en  faisant 


Ou 

\                      OT3 

—  ntn^\; 

d^» 

et 

on  tirera 

Soit 
et  l'on  aura 


/(.)  =  |Jl(.)  +  /im(i)_„J^  +  ^ 
^(1)  d? 


du 


ds<3> 


d'où,  en  faisant 


_d_ 


'  cm  u.(*) 


et 


on  tirera 


,,„        ,,>  ,.,  d#         d« 


d*~<3>  ,..d^3'  <te<»>       ...   ,a, 

O  =  - — ^  +  mW  -3 h  /l  -= f-  /O;!»'. 

daj  d0  dcr  des 


En  continuant  ainsi,  on  aura 


dnj 

CF.uvres  de  /,.  —  IX. 


„  -0-D  +  -(r-«)  //(r-»)_  <^  '!  _nm(r-l)\. 
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d'où  Ton  tirera 

Mglr^t)  '        ^s('--i)  dzc-u 

on  aura  ensuite,  en  faisant  z(r)=  -^5 h  m(r~,)5(/'~,), 

Maintenant,  puisque  l'expression  de  z,  considérée  par  rapport  à  la 
fonction  arbitraire  9(0),  se  termine,  on  peut  supposer,  en  n'ayant 
égard  qu'à  cette  seule  fonction,  z{r)=  o;  partant, 

o  t=z  /('-*>  -.  ~ nmC—)  : 

donc 

d'où  l'on  tire 

'}(ô)  étant  une  fonction  quelconque  arbitraire  de  6;  ensuite  l'équation 

àz^r-i'> 

(7& 

donne 

5('-Dz=e-/"'(r-,)^[cp(CT)-+-y,e/-(''",)^-/»^^^(0)]; 

ayant  ainsi  z^-l\  on  aura  z^r~^  au  moyen  de  l'équation 


ce  qui  donne 


'—-  +»*(-!,  +  a(r-„^r-„_      ^__     _n/w(,Vj, 


^(r-I)—.  <** 


/)m(l'-î) 


on  aura  pareillement 

dz<r-*)         ,    „ 

0CT 


.(r-î). 


/)m|l--») 
OE7 
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et  ainsi  de  suite  jusqu'à  z  ;  l'expression  de  z  que  l'on  trouvera  de  Cetl  e 
manière,  renfermant  les  deux  constantes  arbitraires  îp(cr)  et  opi  0  ),  sera 
complète. 

J'observerai  ici  que,  si  les  coefficients  /,  n,  m  étaient  constants,  on 
aurait 

p  =  l  —  nm,         m(lî=m         et         /(,'r=:  jj.  -+-  mrc  —  /; 

d'où  il. est  facile  de  conclure  que  l'on  aura  généralement 

mc-v^zm         et         #»*-*>=/;      ■ 

l'équation  de  condition  trouvée  ci-dessus  donnera,  dans  ce  cas, 

o  =  l  —  nmt 

et  comme  on  a  la  même  équation,  en  considérant  la  fonction  arbitraire 
^(0),  puisqu'il  suffit  alors  de  changer  n  en  m,  et  réciproquement,  il  en 
résulte  que,  si  cette  équation  n'est  pas  satisfaite,  l'intégrale  de  l'équa- 
tion proposée  est  impossible  en  termes  finis,  comme  on  le  démontrera 
ci-après. 

Je  suppose  maintenant  que,  dans  l'équation 

âiz  dz  dz  „, 

T  ne  soit  pas  nul,  on  fera  comme  ci-dessus 


et  l'on  aura 


,, ,        oz 

z  (  '  '  — 1-  m  z 

~dQ  +       ' 


àz(l)            ...         ( ,      dm 
o=z  — H  «c(1-H-  zi  l -. nm  ) 


soit 

,       dm 

l ; nm  =  a  ; 

dus  r 

donc 

i   dz^        n    ■•  T 

0= 3—  4-  -«W+4I+  -î 

ix    ors         il  fx 

si  l'on  diff'érentie  cette  équation  par  rapport  à  6,  que  l'on  ajoute  à  cette 
équation  ainsi  différentiée  l'équation  elle-même  multipliée  par  m,  H 
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que  l'on  fasse 

*  ni 

....  <m      <?ô 

/(l)=|l  +  »m  -h  5j  —  n , 


on  aura 


dd  u 


on  fera  ensuite 


de/ 


et  l'on  aura 

d'où  l'on  tirera,  par  la  méthode  précédente,  l'équation 

en  continuant  d'opérer  ainsi,  on  parviendra  aux  équations  suivantes  : 


o     —  ~ h  »*l»-»> 4-  ««-«(  /<^>  —  — _  /une-»)  )  -+-  T<'-J), 


dnr 


des  \  dnr 

Maintenant,  puisque  l'expression  de  s  se  termine,  on  a 

ors 
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donc 

d'où  l'on  tirera 

iW=r/*,*»[^(J)-  /V**iTtfM>iA»]; 

ensuite  l'équation 

donne 

5('-"=e-/'"(r",)d<)J9(cj)-i-y,e/"t'r"0d9-/'lrfcï^[^(Ô)  -  feSn^T^-v'dxs\\: 

«ayant  ainsi  3(r_0,  on  aura  z{r~2)  au  moyen  de  l'équation 

,(#-1)  ** 


on  aura  pareillement 


+  .«j|{M)_  |ïr-*J 


+  rt3(r-2)  +  T(r-3) 


-4-  nmC-V—V-v 


♦ 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  5;  on  ferait  les  mêmes  opérations  par  rapport 
à  la  fonction  arbitraire  <J>(0),  si,  dans  l'expression  de  s,  la  fonction 
arbitraire  9(0)  était  enveloppée  sous  le  signe  /,  la  fonction  ^(ô)  no 
l'étant  pas. 

VIII. 

La  méthode  précédente  suppose  l'intégration  des  équations  aux  dif- 
férences partielles 

ou,  ce  qui,  par  l'article  III,  revient  au  même,  elle  suppose  l'intégration 
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des  équations  aux  différences  ordinaires 

(4)  o  —  dy  —  dx^a  —  s/^câ—é), 

(5)  o  =  dy  —  dx(\tx  -Hs/l**—  ê)- 

Elle  suppose  de  plus  que,  ayant  ct  et  0  en  fonctions  de  x  et  de  y,  au 
moyen  de  ces  équations  intégrées,  on  en  peut  conclure  x  et  y  en  fonc- 
tions de  cj  et  de  6;  or,  dans  l'état  actuel  de  l'Analyse,  l'une  et  l'autre 
de  ces  suppositions  est  souvent  impossible.  Il  serait  cependant  utile  de 
pouvoir  s'assurer  alors  si  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  dif- 
férences partielles  est  possible  ou  non  en  termes  finis;  on  s'en  assu- 
rera facilement  par  le  procédé  suivant. 
Je  reprends  l'équation  (L)  de  l'article  V 

à*z  d*z        ^d*z         dz       .dz      .        _ 


on  a  vu  (même  article)  qu'elle  pouvait  se  transformer  dans  celle-ci 
m»   diz         XT  dz       T  dz  . 

°  =  M5^-hNS+L58  +  Ri:  +  ri 

de  plus,  il  est  facile  de  voir,  par  l'article  cité  ci-dessus,  que  l'on  aura 

_    dm  d9  (dm  d9_       dm  d9\         sàmà9^ 

dx  dx         \dx  dy       dy  dxj  dy  dy 

^_d2m  d*m        ed'm  dm       *dm 

dx2  dx  dy         dy"'  dx         dy 

L  -  —  -        **$         6  —  -6       à~ 

dx%        '  dx  dy         dy-        *  dx         dy 

R  =  X        et        T=T. 

L'équation 

à*  s  dz  dz 

m-z h  /i  -tt;  -h  «5  -h  T 


dmd9  dm  dQ 

donne  ensuite 

N  L 

Soit  présentement  K  =  o,  l'équation  de  condition  trouvée  dans  l'ar 


,     R 

m           T' 

/—  — 

et 

T  —  — 

M 

M 
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ticle  précédent  entre  //?,  n,  /et  leurs  différences  prises  par  rapport  à  o 
et  à  0,  pour  que  la  valeur  de  z,  considérée  par  rapport  à  Tune  des  deux 
fonctions  arbitraires,  par  exemple  ^(ct),  se  termine  après  le  deuxième 
terme;  il  s'agit  de  savoir  si  cette  équation  a  lieu,  sans  avoir  m,  n  et  / 
en  fonctions  de  ct  et  de  0;  pour  cela,  on  substituera  dans  les  expres- 
sions précédentes  de  m,  n  et  /,  au  lieu  de  -c-  et  -r->  leurs  valeurs  que 
donnent  les  équations  (2)  et  (3) ;  on  aura  ainsi  m,  n  et  /  en  fonctions 

de 

dm      à?v      âd  à*$ 

**    ?'     dy'     dy%i     dy  dy*] 

mais  l'équation  K  =  o,  renfermant  les  différences  de  m,  n  et  /,  prises 
par  rapport  à  xs  et  à  G,  il  faut  connaître  ces  différences;  supposons  con- 
séquemment  qu'il  s'agisse  d'avoir  la  valeur  de  j-;  on  différentiera 
l'expression  de  m  par  rapport  à  a?  et  par  rapport  à  j,  ce  qui  donnera 

,  dm  ,         dm  , 

dm  =  —-  dx  -+•  -3—  dy  ; 
dx  dy    J 

donc 

dm dm  dx        dm  dy 

drs        dx  drs        dy  dm' 

on  doit  observer  que  les  termes  tels  que 

d*™         d3rz  d*9  d30 

dx  dy  '     dy1  dx       dx  dy       dy*  dx 

qui  se  rencontrent  dans  les  quantités  -r-  et-p>  peuvent  être  éliminés 
au  moyen  des  équations  (2)  et  (3),  en  sorte  que  ces  quantités  seront 
réduites  à  être  fonctions  de 

dm       d*™       d^m       d0_       <^9  d^Q. 

*'    *'     dy'     dy2'      dy3'     dy'     dy1  dy» 

mais  0  étant  supposé  constant,  on  a 

dO    ,        dO   , 
o  =  3-  dx  4-  -j-  dy 
dx  dy  J 
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ou 

-r-  dx 

,  ôx 

dy  = 


on  a  ensuite 


donc 


de_    ' 
àf 

dm  <W 
dm  ,  dm  ,  dm  ,  ay  dx 
dx 


dv       "    dx"' 

de 

àf 

de 

dx  _                dy 

dm  ~~  dm  dO        dm  dO  ' 
dx  dy       dy  dx 

et  changeant  ce  en  y,  et  réciproquement,  on  aura 


dB_ 
dv  dx 


dm       dm  de        dm   de' 
dy  dx       dx  dy 

éliminant  ensuite  -r-  et  -r-  au  moyen  des  équations  (2)  et  (3),  on  aura 

-r—  en  fonction  de 
dm 

dm       d^m       d^m       dB_       dV)  <Pm 

Xf    y'     dy'     dy*'      dy*'     dy'     dy*     et     dy3  ' 

on  aura  par  un  procédé  semblable  les  valeurs  de 

dm       d*m        d*m        d*m  dm  dl 

~dd'     dm1'     dmTe'     ~W     '"'     dm'     '"'     dm'     "''* 

l'équation  K  =  o  deviendra  ainsi  fonction  de 

dm       d*m  de 

dy        dy"  dy     . 

et  en  réduisant  tous  les  termes  au  même  dénominateur,  et  faisant  égale 
à  zéro  la  somme  de  tous  les  numérateurs,  on  aura  entre  x,  y,  —, 

d*m  de  , 

dy*'  '"'  dv'  '"  une  e(îuat10n  rationnelle  et  entière  par  rapport  aux 
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différences 

dm 

d*xz 

àd 

d*e 

w 

dy*' 

•  i         -r-J 

ày* 

Considérons  présentement  un  terme  quelconque 


II 


à  y'1   dyn-P        Oy' 


de  cette  équation  de  condition  que  nous  nommerons  (K).  H  sera  fonc- 
tion de  x  et  de  y;  mais  les  équations  (2)  et  (3),  qui  servent  à  déter- 
miner gt  et  0,  en  x  etj,  étant  aux  différences  partielles  du  premier 
ordre,  il  est  clair  qu'on  peut  changer  vs  dans  une  fonction  quelconque 
arbitraire  de  u,  et  Ô  dans  une  fonction  arbitraire  de  0;  que  l'on  change 

conséquemment  u  en  9(w),  et  0  en  ^(û),  le  terme  H-r-^---  en  pro- 
duira un  de  cette  forme 

lequel  doit  être  séparément  égal  à  zéro,  puisque  les  fonctions  <p(cr)  et 
^(6)  sont  arbitraires;  on  aura  donc  H  =  0,  et,  puisque  xety  sont  indé- 
pendants l'un  de  l'autre,  l'équation  H  =  o  sera  identique;  d'où  il  suit 
que  l'équation  de  condition  (K)  doit  être  telle,  que  les  coefficients  de 
chaque  terme  y  soient  identiquement  égaux  à  zéro.  Si  les  intégrales 
des  équations  (4)  et  (5)  sont  possibles,  mais  qu'il  soit  impossible,  par 
les  procédés  connus,  d'en  tirer  x  et  r  en  fonctions  de  ct  et  de  0,  on 
aura  facilement  l'expression  de  z  par  les  quadratures  des  courbes. 

IX. 

Pour  éclaircir  par  un  exemple  la  méthode  de  l'article  VII,  considé- 
rons l'équation  aux  différences  partielles 

dz  dz_ 

d*z  &z         .d*z  °  dx  eây  v  z  _ 

ox2  âxdy  Oy1       hx-\-fy       hx-\-jy  (hx  -+-  fyy 

a,  b,  c,  e,  h,/ et  K  étant  constants;  cette  équation  est  d'autant  plus 

OEuvres  de  Z,.  —  IX.  6 
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remarquable,  qu'elle  renferme  les  lois  de  la  propagation  du  son,  en  y 

supposant  T  =  o,  et  en  déterminant  d'une  manière  particulière  les 

constantes  a,  b,  c, 

Pour  l'intégrer,  on  changera  les  variables  œ  et  y  en  d'autres  ct  et  6, 

telles  que  l'on  ait 

dm       âô  /      .  r. — -n 

^  =  ^(-l«-HV/R^>), 


ce  qui  donne 
et 

d'où  l'on  tire 


GJ 


=  x  (—  \ a  -f-  y/|  a2  —  b)  -+■  y 
e  =  x(-\a-sj\a*-b)+y, 


m—V  t  et 

et        y 


(a  +  y/a2—  46)  —  $  (g  —  y/g*—  46) 


y/a2— 46  2  y/a2— 46 

on  aura  ensuite 


_    f'm  ^2  r,  „  .  /CTi  T~Û 

âx*       4  <te2 


d2  8  [     ,)!» 


+  26^  +  ^^2a2+2av/«2-46-46), 
d.z  d.s       ete 

d2z  I    <?2.S  /  _ .  ^ 

5^r  =  ï  S? (-  a  +  V«'-  4*)  -  «g^g 

I    d2Xf    ,  . x 

+  2^"^-a-V«2-46), 

—  —  —         d%z       d*z 
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partant,  si  l'on  fait,  pour  simplifier, 

2/<4-/(a4-y/a'-4fr)  =  h,         _  *h  +  f(a-\/a*-kb)  _ 
2  y/a*— 46  isja*—(xb 


•2e 


—  ac  h-  c  y/a*  -—46  _   ,  ie  —  ac  —  c \fa*—^b  _     , 

2(46 -a»)  ~  °  ■  2(46  — a»)        ~  ~~     ' 


46  — a*  46  — a* 

en  supposant  d'ailleurs  que  l'on  ait  substitué  dans  T,  au  lieu  de  x  et 
de  j,  leurs  valeurs  en  ci  et  G,  on  aura 

,d*  ,dz 

_    d'-z  °  dm  e  dB  Kz 

°~  dmdB^~  h'm  +  f'B  ~*~  h'm-t-f'B  +  {h'm-hf'B)*  ^      ; 

soit  encore  h!  m  =  m'  et/'G  =  0',  on  aura 

dm~      dm''         dB  ~J  dB'  dmdB~J      dm' dB'' 

on  aura  ainsi 

,  dz  fdz 

d*z  c  dm~'  e  W  K'z  V 


/  /,/  ' 


dm'  dB'      f'{m'  +  B')       h'(m'-i-B')      f'h'{xn'-h  B')*  "  /'A 

l'équation  proposée  sera  donc  ainsi  réduite  à  une  équation  de  cette 

forme 

dz  dz 

,_.  d*z  dm  dB  cz 

V     7  ^GïJ0  GTH-6/  G7  +  0  (GT  4"  0)* 

a,  &,  c  étant  des  constantes  qui  ne  signifient  plus  la  même  chose  que 
précédemment.  Pour  l'intégrer,  on  fera,  suivant  la  méthode  de  l'ar- 
ticle VII, 

dQ       m  +  B 


et  l'on  arrivera  à  une  équation  de  cette  forme 

d*zW  a<»>     dz^  6<»>    à*w  c'1'  «<«> 


dmdB       xs-ï-B    dm        m -h  B    dB         (m  -+-  9)1 


T<t>; 
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en  faisant  encore 

de  ^cr  +  0 

et,  continuant  d'opérer  ainsi,  on  arrivera  à  une  équation  de  la  forme 
suivante 

d*zi'">         a<r>    dz<r>         è(,,)     dz^         c^zC") 


dmde^vs-^B    dxs         w+0    âd         (gj+0)2 


T<rK 


a{r),  b{r)  et  c(r)  étant  des  fonctions  de  r,  qu'il  s'agit  de  déterminer. 
Soit 


-  de  ^cj  +  ô     ' 


et  l'on  aura 


d'où  l'on  tire 
En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  6,  et  ajoutant  à  cette 

a(r) 

équation  ainsi  différentiée  l'équation  elle-même  multipliée  par -„•> 

on  aura,  en  observant  que 

dslr)         alr) 

-  de  ^  xs  +  e     ' 

r)îs(r-fl)  a(r)+a   ^s(r+l)  ft(r)      ^(r+l) 

Q    _|_     —     _|_     

dxs  de  w  -\-B       dm  m  -±-  B      de 

dT(r)  aM*4  2 

f  *<«-■)  (flw+  6"-)  +  ce-))  +  ^  +TW  ^r^; 

mais  on  a 

0=  — h — h  — — I - ,-(r+i)  +  rf(f+i). 

dmde      Ts  +  e    dm       Ts  +  e    de        (m  +  ey 
donc,  en  comparant,  on  aura 
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et 

~    dO    ^  m  4-  0  ' 

l'équation  aux  différences  finies  a{r+i)=  air)-\-  2  donne,  en  l'intégrant, 

«('•)  =  ir  4-  A, 

A  étant  une  constante  arbitraire;  pour  la  déterminer,  j'observe  que, 
r  étant  nul,  on  a 

donc 

A  =  a         et         a(r)  =  a  +  2r; 

l'équation 

donne 

b&  =  b, 

et  l'équation 

donne 

en  intégrant,  on  a 

C{r)—  A  4-  (a  4-  6  —  I )/•-+-  /'*, 

A  étant  une  constante  arbitraire;  or,  en  faisant  r  =  o,  on  a 

donc 

A  =  c        et        c(,')  =  c  +  (fl  +  i-i)/,  +  /,J. 

Pour  que  l'expression  de  z  soit  possible  en  termes  finis  et  délivrés 
du  signe  f,  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire  9(0),  il  faut  qu'en 
supposant  T  =  o,  et  n'ayant  égard  qu'à  la  seule  fonction  arbitraire 
ç(ct),  on  ait  s(r"4",,=  o,  r  étant  zéro  ou  un  nombre  entier  positif; 
l'équation  (<r)  donnera,  dans  ce  cas, 

en  substituant  au  lieu  de  a{r),  b{r)  et  c(r)  leurs  valeurs,  on  aura 

o  =  a  4-c —  ab  4-  (1  +  a  —  b)r  4-  r1; 
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d'où  l'on  tire  

è-a-i±\/(è  +  a-i)! —  4c 
r  = —  • 

2 

Si  l'une  ou  l'autre  des  valeurs  de  r  est  zéro  ou  un  nombre  entier 
positif,  la  proposée  sera  intégrable  en  termes  finis  et  débarrassés  du 
signe  f,  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire  <p(tj);  en  changeant  a  en 
b,  et  réciproquement  b  en  a,  dans  cette  expression  de  r,  on  aura 

2 

et  si  l'une  ou  l'autre  de  ces  expressions  de  r  est  zéro,  ou  un  nombre 
entier  positif,  la  proposée  sera  intégrable  en  termes  finis  et  délivrés 
du  signe  j  ,  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire  ^Wî  mais  si  aucune 
des  quatre  valeurs  de  r  n'est  zéro,  ou  un  nombre  entier  positif,  on 
sera  sûr  alors  que  l'intégrale  est  impossible  en  termes  finis,  comme 
nous  le  démontrerons  ci-après. 
Supposons  maintenant  que  l'on  ait 

l'équation  (a)  donnera 

dm  m  -h  b 

pour  déterminer  T{r),  on  observera  que  l'on  a,  par  ce  qui  précède, 

T(f+.)_  dIHl       a  +  ar  +  a 

~~    dô    "*"       w  +  Q  ' 

et  si  l'on  fait  successivement  r  =  o,  =  i ,  =  2,  . . . ,  on  aura 

TU)——     1     q  +  aT 

T,.i_*r(t)    ,    tfH-41wn_a,T        2(a  +  3)  dT        (a  +  2)(a  +  3)rr 

en  continuant  ce  procédé,  on  aura  l'expression  de  Tr);  si  l'on  intègre 
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ensuite  l'équation  précédente,  on  aura 

<|>(0)  étant  une  fonction  arbitraire  de  ô;  l'équation 

^('•+D—  _ l.  _ .(r) 

—    dfl         w-i-0 

donnera 

5C)  =  (BT-f-  0)-(«+»»-)  j  ,p(OT)  +JdQ(m+  Q)«+ir-b[<]f{Q)  —fv>(n  +  9)6«fcj]  j, 

cp(cr)  étant  une  fonction  arbitraire  de  gj;  ayant  ainsi  z{r),  on  aura,  par 
l'article  VII, 

ab  —  a  —  c-f-  (b  —  a  —  1)  (r  —  1)  —  (r  —  i)*' 

-  ab  —  a  —  c  -h  (b  —  a  —  1)  (r  —  2)  —  (r  —  2)1' 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  z. 

X. 

J'ai  supposé,  article  VII,  que  l'expression  complète  de  z,  considérée 
par  rapport  à  l'une  ou  à  l'autre  des  fonctions  arbitraires  <p(cr)  et  "^(O), 
était  débarrassée  du  signe  intégral;  je  vais  présentement  discuter  les 
cas  dans  lesquels  ces  deux  fonctions  sont  nécessairement  enveloppées 
sous  ce  signe  :  si  l'on  fait,  pour  plus  de  simplicité,  T  =  o,  on  aura  (ar- 
ticle VII),  en  ne  considérant  que  la  seule  fonction  arbitraire  ç(gt), 

s  =  A  9(57)  4-  A'<pt(Gj)  -h  A'<p,(gt)  +. . . 

4-  Bf  C  9  (bt)  cfo  -+-  B'fC'y{m)  dxs  4- . . . 
■+-Df'Ed9fFy(w)dis  +  ... 
■+■ 

Je  suppose  d'abord  qu'il  n'y  ait  que  des  termes  affectés  du  simple 
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signe  /*,  on  aura 

z  =  Acp(cr)  -h  A'<Pi(gt)  -h  A"cpj(cT)  4-. . . 

S'il  n'existe  qu'un  seul  terme  affecté  du  signe  i,  en  sorte  que  le 
terme  B'  i C'cp(rj)efo  et  les  suivants  soient  nuls,  en  substituant  au 
lieu  de  z  cette  valeur  dans  l'équation 

,r,.  d*z  dz  dz       . 

(Z)  •   °  =  à^To-¥-m^^ndë  +  lz' 

on  aura  une  équation  de  cette  forme 

à*B  dB         dB 

m 


ans  dB  dus 


àB  \ 

n—r  4-  IB\  fÇÀy(m)du5 


4-  L<p'(gt)  4-L'<p(în)  +.  . .. 

Si  la  quantité  -^ — h/zB  n'est  pas  nulle,  en  faisant 

d*B  ÔB         dB 

^ dus  dB  dru  dB 

K_ - , 

-3 — h/iB 


M^-^ ,         M'= 


àB  '         M~ÔB 

-3-4-«B  _|_„b 

dus  dm 


on  aura 


(*)         J  ^?(^)^  +  Ky,C9(GT)^  =  M9'(nT)H-M,9(cT)H-.... 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  a,  on  aura 

_  ?(CT)  +  __  Je  <p(bt)  afo  4-  KC  9(©)  =  M  9»(bj)  4-  (^  4-  M')  <p'(w)  - 


Si  fo  n'était  pas  nul,  il  est  clair  que  fCy^dv  serait  donné  en 
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quantités  débarrassées  du  signe  y,  ce  qui  ne  peut  être;  donc  -=—  =o; 

partant,  K  ne  peut  être  fonction  que  de  0;  on  peut  ainsi  le  faire  passer 
sous  le  signe  /  dans  le  terme  K  fc  <p(ci)efe;  l'équation  (X)  devient 

alors 

/(^  +  KC)  ?(«*)  drz  =  M  <p'(©)  4-  M'<p(ro)  +.  . . . 

En  la  multipliant  par  e/K'/V/0,  e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme 
hyperbolique  est  l'unité,  on  aura 

f'eS^def^  +  Kc)  9  (w)  <fo  =  Me'Krf6  9/(57)  rfQ  +  MVK«e  <p(w)  dO-h...; 
en  intégrant  cette  équation  par  rapport  à  G  et  faisant 

on  aura 

f  ef»^C  <p(bt)  rfer  =  N  (p'(ro)  +  N' cp(cr)  + . . .  ; 

donc 

N 

équation  impossible,  puisque  /  Cç(cy)o?cT  ne  peut  être,  par  hypo- 
thèse, donné  en  quantités  débarrassées  du  signe  f ,  par  rapport  à  la 
fonction  arbitraire  o(tr). 

De  là,  il  suit  que  l'on  a 

àB        _ 

h  nB  =  o; 

I 

or  on  doit  avoir  en  même  temps 


d*B  dB        dB      ._ 


car  autrement  l'équation  (y)  donnerait 


r  —  L©'(gt)  —  L'<p(gt)—  .  .  . 


*ad0+m3i  +  ,,d*  +  /B 


Œuvres  de  L.  —  IX. 


50       RECHERCHES  SUR  LE  CALCUL  INTÉGRAL 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu;  maintenant,  puisque  l'on  a 


et 


<?B 
o=  ^ \-  nB 

dxn 


d2B  dB  dB       7U 


il  est  clair  que  l'équation  s  =  B<|>(8)  satisfera  à  l'équation  (Z),  en 
sorte  que  l'expression  de  z  sera  délivrée  du  signe  j ,  en  n'ayant  égard 
qu'à  la  fonction  arbitraire  ^  W- 

Ce  théorème  important  a  également  lieu,  quel  que  soit  le  nombre 
des  termes  affectés  du  signe  j  ;  et,  quoique  nous  n'en  ayons  considéré 
qu'un  seul,  cependant  la  démonstration  précédente  s'étend  au  cas 
d'un  nombre  indéfini  de  termes  semblables;  mais,  comme  elle  exige 
pour  cela  quelques  artifices  d'analyse  assez  délicats,  je  vais  l'appli- 
quer au  cas  dans  lequel  l'expression  de  z  renferme  deux  termes  néces- 
sairement affectés  du  signe  j  ,  par  rapportàla  fonction  arbitraire ç(cr). 

XI. 

On  aura  pour  lors 

z  =  Acp(w)  +  A'9,(BT)-f-  A"92(ct)  -+-...-hBj'C<f{tB)da-\-B'j'C'y(xo)dGj; 
en  substituant  cette  valeur  de  %  dans  l'équation 

(Z)       • 


dïz  dz  dz 


on  aura  une  équation  de  cette  forme 
<?2B  dB 


dru  dB  dru 


dB 

dm 


-!- 


dB  \ 


(F) 


(d2B'  dB'  dB'  \ 

+  Lcp'(5j)  +  L'©(Gj)  +  L'9,(bt)+.  . .; 
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or  il  peut  arriver   plusieurs  cas  que  nous  allons  discuter  séparé* 
ment  : 

i°  Les  deux  équations 

<>B'  t» 

(7GT 

d»B'  dB'         dB'         ~ 

peuvent  avoir  lieu  en  même  temps;  il  est  visible  qu'alors  l'équation 

5  =  B'.|>(Q)  satisfait  à  l'équation  (Z),  et  qu'ainsi  l'intégrale  de  cette 

dernière  équation,  considérée  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire 

'}(ô),  est  délivrée  du  signe   f. 

2°  L'équation 

o=  -^ h  nB' 

dm 

ayant  lieu,  il  peut  arriver  que  celle-ci 

d2B'  àW        dB' 


o  = 


dmdO   '   m~d*-+n-d9+lW 


n'ait  point  lieu;  dans  ce  cas,  l'équation  (F)  donnera  pour  J  C  y(vs)dvs 
une  expression  de  cette  forme 

fc'y(m)dm  =  Q  fcy(m)dm 

H-  Q'  T  -^  9  (ci)  «fe  -+-  M  <p'(sj)  -+-  M' 9 (w)  + . . .  ; 


l'expression  de  z  peut  être  ainsi  mise  sous  cette  forme 
j  s  =  A9'(bj)  +  A'<p(bï)-+-A'91(bi)-+-... 

3°  L'équation 

âB'  TV 

OT«T 
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peut  ne  pas  avoir  lieu;  en  supposant  dans  ce  cas 

â*B'  dW        OB'     ' 

- — -^  -+-  m  -5 h  «  -^-  -4-  /R' 

i^  _  àrsod  dm  Ô9 


<*B' 

-= !-  nB' 

OT3 


à*B  SB         ÔB       ,. 

m  -c h  n  -^x  -4-  lu 


Jv  —  


-s 1-  nB1 

013 


ÔB         _ 

-3 — h/lR' 


M=- 


M'— 


^B' 

-5 \-nB' 


-3 h  rcR' 


on  aura 


l  /^?(^)^4-Ky,C'?(nr)^ 

+  K'  Te  <p  (w)  rf©  +  K"  f~B  cp  (©)  rfw 


=  Mf(Br)  +  M'<p(nr)  +  M"<p1(gj)  +. .  .  ; 
en  différentiant  par  rapport  à  it,  on  aura 

'^fl?('s,)"4*T-  /  C'<p(5T)afcr  +  K.C'<p(rn)  +  -p   iCy(T3)duj 

=  M9W+(^+M')<p'(«)+.... 
Si  -r-  n'est  pas  nul,  on  aura  une  valeur  de  fCy(x3)dvt  qui,  substi- 
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tuée  dans  l'expression  de  z,  la  rendra  de  cette  forme 

1  -4-H  /  Ccp(sr)cfa-i-H'  /  ^<p(gj)c/gt; 

si  l'on  a  3-  =  o,  K  sera  fonction  de  us  sans  0;  or,  si  dans  ce  cas  3—  et 
ous  dus 

-y-  ne  sont  pas  nuls,  l'équation  (A')  sera  de  forme  analogue  à  celle 

de  l'équation  (A)  de  l'article  précédent;  ainsi,  en  y  appliquant  le  rai- 
sonnement que  nous  avons  fait  dans  le  même  article  sur  l'équation  (X), 
on  prouvera  que  fCy(us)dus  peut  être  débarrassé  du  signe  / ,  ce  qui 
est  contre  l'hypothèse;  K,  K'  et  K"  doivent  donc  être  fonctions  de  0 
seul;  on  aura,  cela  posé, 

f(^  -+-  KC')  <p(cr)  dus  +  /Yk'C  -4-  K"  ^j)  ?(©)  d*s  =  M  9'(o)  +.... 

En  multipliant  cette  équation  par  efKdbd^,  on  aura 

+  fK'CefKMy(m)dadd+  fK"^eS™*9{T3)dT3dd  =  MeS*d«9\TB)de-i 
et,  en  intégrant  par  rapport  à  6,  on  a 

fCef™*  9  (us)  dus  -h  fy  (us)  du,  (  K' Ce'Kd9  dd 

4_  f9 (c)  K"Ce'Krf0<fe  -  ^9 (m)  dm  Ce  —■  ef*<*  dQ 

=  <p'(bj)  fmes™*ds  +  ...    («y. 

Soit 

(»)  Il  faudrait  ajouter  au  promicr  membre  de  cette  équation  le  terme 
-  /  ?  (  *  )  dmfK'  CK  e'K  <*  yfl . 
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on  aura 


L-1  de 


et 


f9(m)dmK"CeS™0=lK"ef*M  f^y^dm, 


parce  que  IK'V*'*6,  étant  fonction  de  0  seul,  peut  être  mis  hors  du 
signe  f  ;  partant 

-  f'Cc?{m)dm-lK"eS^  f  <L^L  y  (■&)  dm  +  y' {m)  fmeSKMde  + . 
jc9(m)dm  = ^ 

On  a  ensuite 

/  C  dm  =  I  /  — es- dm; 

substituant  ces  quantités  dans  l'expression  précédente  de  z,  elle  pren- 
dra la  forme  que  donne  l'équation  ((x'),  et  comme  cette  forme  ren- 
ferme celle  que  donne  l'équation  ([/.),  il  en  résulte  généralement  que 
l'expression  de  z  est  débarrassée  du  signe  / ,  par  rapport  à  la  fonction 
arbitraire  <^(ô),  ou  que,  si  cela  n'est  pas,  elle  est  de  la  forme  suivante, 
par  rapport  à  la  fonction  arbitraire  ©(gt), 

z  —  A  y"  (m)  -H  A'  <p'(w)  +  A"  y  (m)  +  A'"  <?,(cj)  +. .  . 
+  H  fc<p(rc)<fa-t-H'  f^9(m)dm. 

Cette  valeur  de  z  substituée  dans  l'équation  (Z)  produira  une  équa- 
tion de  cette  forme 


àR1 

dm 


nj  I w9^)dm 


d2R'     ,       ÔW         dW      /0/      dR 

-+-  m  -5 1-  n  -S-4-  lR'-\-  ■* h 


(G)  \dmdO  dm  de  ^  dm 

„  (  dm  dR         dR       ,„\    Cm**-** 

+  \d^e  +  mte+n-dê-hm)Jc<?{m)dT* 

=  L  ®"'(m)  4-  L'  9"(gt)  +  L"  <p'<nr)  + . . . . 


«Hj   /  -^9(cr)rfnj 
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Supposons  d'abord  que  la  quantité  -ç-  +«H'  no  soif   pas  nulle  :  on 
faisant 

i»-t h  ft-rr-  +/H'-+-  -s r  n  II 


-j — (-  «Il 
<ph         ôh       du     .„  . 


> 


Vl dm  dQ  dm  dd 

K-  w — - — -, 

dm 


M 


-3 h  nW 

dm 


on  aura 


/  ^fW^  +  K  f -^Viv)  dm +  K' j Ce? (m) dm 
=  Mff(«)  +  MY(l)  +  .vî 
on  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  ct,  on  aura 

+  K  ^  <p(nj)  4-  ^  /  C  9(bt)  cte  +  K'C  9(0)  =  M  <p,v(gt)  + . . . . 

Si  -x—  n'est  pas  nul,  on  aura  I  -^y(m)dm  par  une  équation  de  cette 

forme 

T  ^  <p(sr)  dm  =  I  Te  <p(w)  dm  -+-  I'cpIV(sr)  + .  .  . , 

et  l'expression  de  z  sera  ainsi  réduite  à  ne  renfermer  plus  qu'un  seul 
terme  affecté  du  signe   /,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 

Si,  -y-  étant  nul,  -r—  ne  l'était  pas,  on  aurait  /  C  ^(ct)  dvs  en  termes 

délivrés  du  signe   f ,  ce  qui  est  encore  contre  l'hypothèse;  donc  on  a 

—  -  et         —  - 

dm  dm 
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partant,  K  et  K'  sont  fonctions  de  0  seul;  on  aura  ainsi 

y?(W)^(^+K^+K'c)-M<(rn)+.... 
En  multipliant  cette  équation  par  \xd§,  \x  étant  fonction  de  6  seul,  on 


aura 


(X')       f9(ia)dxsU^dd  +  liK^de  +  pK'C  d9\  =  f*M  <p"(cr)  d$  -H. . .; 


or  il  est  toujours  possible,  comme  l'on  sait,  de  prendre  a  tel  que 
d2C  ,A        T,  àC 


A2C  AC 

r.—  de  +  ixK^de  +  p.wcdo 


^"~M  +  a^)»  a  étant  fonction 
de  0  seul;  il  suffit  pour  cela  de  déterminer  {/.  et  a,  de  manière  que  l'on 
ait 

K^=^  +  a        et       *'P=2$» 
si  l'on  intègre  l'équation  (A")  par  rapport  à  Ô,  on  aura 

A>(ra)  dxa(u.~  +  ccc)  =  <pw(ro)  CMpd9+. .., 


donc 


j  ^Q(?(^)dm  =  -^jCc?(xn)d^-h^(m)^JMiJ. 


dQ 


l'expression  de  z  se  trouvera  donc  ainsi  réduite  à  ne  renfermer  qu'un 
seul  terme  affecté  du  signe   / ,  ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 
Supposons  maintenant  que  l'on  ait 


on  aura  pareillement 


et 

d2H  <m         dU      .„ 
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car  il  est  visible  que,  si  Tune  ou  l'autre  de  ces  équations  n'avait  pas 
lieu,  ou  pourrait,  à  l'aide  de  l'équation  (G),  réduire  la  râleur  de  i  a  ne 
renfermer  qu'un  seul  terme  affecté  du  signe  /',  ce  qui  ne  se  peut. 
Présentement,  si  l'on  a  les  trois  équations 

d\V         _„ 

dm 

d^V  M!         d\l'      ,„,      dll 

dmdd  dm  dd  dm 

dm        ôh       dn 


-f-  m 1-  «  __  +  m 

dm  dd  dm  dO 

il  est  clair  que  l'équation 

z  =  11  <\,(Q)  + 11^(9) 

satisfera  à  l'équation  (Z);  donc,  toutes  les  fois  que  l'intégrale  de 
l'équation  '(Z),  considérée  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire  f(w), 
est  susceptible  de  cette  forme 

s=zÂ  o(Gi)-f-  A' 9,  (et)  -f-. .  .-h  M  fCy{m)dm  +  W  j'C  (?(m)  dm, 

son  intégrale  considérée  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire  i(  0  ;  os! 
susceptible  de  cette  forme 

MH<K0)4-H'<M*)i 

elle  est  ainsi  délivrée  du  signe   / . 

En  suivant  ce  raisonnement,  on  prouvera  généralement  que  si  l'ex- 
pression de  z,  considérée  par  rapport  à  ?(nr),  est  de  cette  forme 

z  =z  A  y  (m)  +  A'  y'(m)  -h  . .  .-f-  B  j  C  9 (m)  dm 

-h  B'j'C  9 (m)  dm  ■+-  B'fC  9  (gt)  dm  + . . . , 

cette  même  expression,  considérée  par  rapport  à  la  fonction  arbitraire 
*|>(ô),  est  de  la  forme  suivante  : 

z  =  H<1>(0)  +  H'  <M0)4-  H'  +,(0)  +  .... 

OEuvres  de  L.  —  IX.  3 
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XII. 

Le  raisonnement  précédent  peut  s'appliquer  encore  au  cas  où  l'ex- 
pression de  z  renferme  des  termes  nécessairement  affectés  du  double 
signe  j  f,  par  rapport  aux  deux  fonctions  arbitraires  o(cj)  et  ^(0)  ; 
pour  le  faire  voir  d'une  manière  fort  simple,  ne  considérons  que  la 
seule  fonction  arbitraire  c?(gj),  en  sorte  que  l'on  ait 

z  =  A  o  (m)  H-  A'  cpx  (m)  +  A"  cp2  (gt)  +  . . . 

-+-BfC^(rs)dw-hB'fC  cf>(m)dm  +  ... 

+  DfE  ddJ"F9(m)  dm  -h  B' JE'  ddfF'yixa)  dm -+-.... 

Supposons  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul  terme  affecté  du  double  signe  /  f, 
on  aura 

z  =. :  A  <p ( m)  4-  A'  (pi  (m)  -+- . . . 

+  BfCy(m)dm  +  B'fC'®(m)dm  +  ...-hBfEdQ  f'Fy(m)dm. 

En  substituant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  (Z),  on  aura  une 
équation  de  cette  forme 

(R)  {  +(f'+m*)/S^/f*«^ 

+  H  j  Ly(m)dm-h  H'  fu  f(w)dnr +.. .  '. 

+  Mf(ro)  +  M'ç(ro)+.... 

Si  la  quantité  ^+mD  n'est  pas  nulle,  en  faisant 


d*B  dB         dB       iw, 

-h  ni- h  n-^r  -+•  IB 


K  _  dm  dd  dm 
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II 


P-- 
P-- 

dD 

ir 

N=- 

M 

on  aura 


=  P  /  L.9(CT)ûfcy  -f-. .  .  +  N9'(ct)h-.  . .; 
cette  équation  différentiée  par  rapport  à  0  donne 

— -   /  F  y(tz)dw  +  -rg   J  E  d9  l  F g(ib)  dm -ï-KE  I  Vq(tz)  dis 
=  ^  /  L  <p(w) dm  4-  P  ^    ^  9(ht)  cfo  -+- . . .  h-  -^  cp'(nr)  -f- . .  . . 

Si  -p  n'était  pas  nul,  il  est  clair  que  /  Erfô  /  F  y(™)diz  serait  donné 
en  termes  sans  j  et  en  termes  affectés  du  simple  signe  / ,  ce  qui  est 
contre  l'hypothèse;  on  a  donc 

dK 

partant  K  est  fonction  de  ct  seul  ;  on  aura,  cela  posé, 

en  multipliant  cette  équation  par  etKdvIdtsf  elle  devient 

filÈ  "*"  KEVKrf6Ieterf9  fF  ?(«0«fo 
_  pg/Erfo^fe  A,  <p(cj)  «fo  -H . . .  +  Ne'KdCT 9'(gj)  «fa  -h  ...  ; 
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en  intégrant  par  rapport  à  ex,  et  faisant 

Y=fEFd9,        R=  fPefKd™dm, 


on  a 


f efKd*Ed9  y  F  <p(cj)  dm  —  f\ e'Koto  <p(cj)  dm 

=  Rfho(m)  dm  —  fRL  9(57)  dm  +fNefKd™o(m)  dm 


Donc 


f'EdBj^9(m)dm=-^fyc^^?(m)dm-^^sfLo(m)dm  +  ..., 
d'où  l'on  voit  que   /  Ediï  /Fo(u)</n  est  donné  en  termes  affectés  du 

/«y  «y 

,  ce  qui  ne  se  peut.  Il  résulte  de  là  que,  dans  l'équa- 
tion (R),  on  a 


dï)        _ 


mais  on  doit  pareillement  avoir 


<?2D  dï)        dï)      ,n 


dm  dO  ^      dm  dO 


sans   quoi    f  E*/9  /  To(m)dm   serait   donné  en   termes   affectés  du 
simple  signe  f;  présentement,  si  l'on  a  les  deux  équations 


et 


dï)         _. 

0=:  — +mD 
dO 


d*I)  dï)  dï) 

°=dm^e  +  mdm--*-nl>Q-*-n)< 


il  est  clair  que  l'équation 

Z=zï)  <p(w) 

satisfera  à  l'équation  différentielle  (Z).  On  voit  donc  que  le  raisonne- 
ment de  l'article  X  s'applique  également  au  cas  dans  lequel  l'expres- 
sion de  z  renferme  un  terme  affecté  du  simple  signe  A  on  prouvera, 
par  un  raisonnement  analogue  à  celui  de  l'article  XI,  que,  si  l'expres- 
sion de  z  renferme  deux  termes  nécessairement  affectés  du  double 

signe  j  j  ,  l'équation 

z—  Dcp(cj)  -t-D'<p(Gj) 
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satisfera  à  l'équation  différentielle  (Z).  Et  comme  les  mêmes  raison- 
nements ont  lieu,  quel  que  soit  le  nombre  des  terme!  affectés  <lu 
signe  J  ,  et  quel  que  soit  le  nombre  de  ces  signes  dans  chaque  terme, 
on  doit  en  conclure  généralement  que,  toutes  les  fois  que  l'intégrale 
complète  de  l'équation  (Z)  est  possible  en  termes  finis,  elle  est  néces- 
sairement débarrassée  du  signe  f ,  par  rapport  à  l'une  ou  l'autre  des 
fonctions  arbitraires  <p(cy)  ou  '|(0)  et,  dans  ce  cas,  on  peut  toujours 
obtenir  cette  intégrale,  par  la  méthode  de  l'article  VII.  On  voit  ainsi 
que  cette  méthode  donne  généralement  les  intégrales  complètes  de- 
équations  linéaires  aux  différences  partielles,  lorsqu'elles  sont  pos- 
sibles en  termes  finis;  ayant  une  fois  ces  intégrales,  il  ne  peut  rester 
de  difficulté  que  dans  la  détermination  des  fonctions  arbitraires;  or 
la  méthode  de  l'article  VII  a  encore  l'avantage  de  donner  un  moyen 
très  simple  pour  cet  objet,  dans  un  cas  très  général  et  qui  paraît  être 
celui  de  presque  tous  les  problèmes  physico-mathématiques. 

XIII. 

L'équation 

_  d*z  à^z         e^ll  à*        «ch_       ■,_       T 

dx*  àx  ày  dy1       '  ôx  ày 

étant  donnée,  son  intégrale  complète,  si  elle  en  est  susceptible,  ren- 
fermera deux  fonctions  arbitraires  9(17)  et  '^(0),  de  manière  que  l'une 
ou  l'autre  de  ces  fonctions  y  existera  sans  être  affectée  du  signe  /  ; 
supposons  que  ce  soit  ?(ct).  Pour  déterminer  maintenant  la  nature 
des  fonctions  <p(cj)  et  '^(6),  supposons  que  l'on  ait  les  valeurs  de  1  et 

-v1  ou  de  z  et  —  à  l'origine  de  l'intégrale  ;  cette  origine  est  déterminée, 
ou  parce  que,  à  ce  point,  l'une  des  deux  variables  x  ou  y  est  con- 
stante ou  nulle,  ou  parce  que  l'une  est  donnée  en  fonction  de  l'autre; 
supposons,  conséquemment,  que  l'on  ait  à  l'origine  de  l'intégrale 

y  =  l(x)%         z  =  U(x)         et.  âjZ-=Y(x). 

A(x),  U(x)  et  T(x)  seront  des  fonctions  connues  de  x. 
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Si  l'on  transforme  l'équation  (L)  dans  la  suivante 

.„.  d%z  dz         dz       .       ■ 

il  est  clair  :  i°  que,  gt  et  G  étant  donnés  en  fonction  de  x  et  de  j, 
l'équation  donnée  entre  x  et  y  à  l'origine  de  l'intégrale  en  donnera 
une  entre  m  et  G  à  cette  origine;  2°  que  l'équation 


se  changera  dans  celle-ci 


H(*) 


z  =  l(9), 


£(Q)  étant  une  fonction  connue  de  G;  on  aura  donc  à  l'origine  de  l'in- 
tégrale 

dz  =  d9I'(6), 

2'(G)  étant  la  différence  de  2(0)  divisée  par  dû;  mais  on  a 

/         dz  dz    . 

dz  =  -Ta  ad  -+-  -v-  dm, 
od  dm 

et  l'équation  entre  m  et  G  donne 

dm  =  H  de  t 

H  étant  une  fonction  de  G;  donc 


ou 


*^*(w +■»)'***«« 


2'(0)  =  —  +H  — • 
w       dQ^     dis' 


3°  que  l'équation 


se  changera  dans  celle-ci 


g-«* 


or  on  a 


—  —  —  El      ll0^ 
dy~dddy  +  d^  dj' 
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d'ailleurs  y  et  -r-   étant  connus  en  fondions  de  .*•  et  de  y  seront 
donnés  en  fonctions  de  0,  à  l'origine  de  l'intégrale;  soit 

-s-  =M         et         3-  =N, 
ày  dy 

M  et  N  étant  fonctions  de  0,  on  aura 


*<»>=»S+*Ji.s 

au  moyen  de  cette  équation  et  de  celle-ci 

on  aura  -^  et  ^  en  fonctions  de  0,  à  l'origine  de  l'intégrale. 
Présentement,  si  l'on  suit  le  procédé  de  l'article  VII,  en  faisant 

on  transformera  l'équation  (Z)  dans  celle-ci 

ÔTJSÔQ  Ors  au 

ri" 

or,  connaissant  -^  -+-mz  en  fonction  de  6,  à  l'origine  de  l'intégrale,  si 
l'on  nomme  K  cette  fonction,  on  aura 

à  cette  origine;  on  a  ensuite 

dz<l>  _  d*z  âz  dm 

ainsi,  pour  avoir  -^-  à  l'origine  de  l'intégrale,  il  ne  s'agit  plus  que 

d*z 
d'avoir  -j^  à  cette  origine;  or  on  a 


*:*&*KSf+"âÈii)*' 


/ 
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mais,  si  l'on  nomme  P  la  valeur  de  ~i  à  l'origine  de  l'intégrale,  P  étant 
fonction  connue  de  G,  on  aura 


donc 


dV       d*z  d*z 


dd  ~~  dQ1    '       dmdb> 

d2z 
l'équation  (Z)  donnera   ,    "    en  fonction  de  ô,  à  l'origine  de  l'inté- 

diz 
grale;  on  aura  ainsi  à  ce  point  la  valeur  de  -^?>  et  parlant  aussi  celle 

de  -^-  en  fonction  de  0.  L'équation  s{,)=  K  donne 

09      ' 

or  on  a 

dz<U    «      dz{v  dz<v  âzM 

dz^  =  ^r-  d9  ■+-  ^—  dn  =  Atk-  dû  +  H  ^—  d$; 
dd  dm  du  dm 


donc 


dK_dz^  dzW 

dd  ~    dd    +       dm 


A'    <   i'  à*V        e        t<        î     a  t        i   *     mi    àz^ 

a  ou  1  on  aura  -3 —  en  tonction  de  0  ;  on  aura,  par  conséquent,  z{{\  — — 

et  -tq-  en  fonction  de  G,  à  l'origine  de  l'intégrale. 

Si  l'on  fait  ensuite 

dz^ 

on  transformera  l'équation  (Z')  dans  la  suivante 


d2zW  dzW  d-^ 


et  l'on  aura,  comme  ci-dessus,  z{2\  -J—  et  ^r  en  fonctions  de  0  à  l'ori- 
gine  de  l'intégrale;  en  continuant  ainsi,  on  aura  les  valeurs  de  z{r)  et 
de  -Ïtq-  en  fonctions  de  0;  soit 
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on  a  (art.  VII) 

mais,  ct  étant  donné  en  fonction  de  0,  à  l'origine  de  l'intégrale,  on  aura 
à  ce  point 

e-fn  dm  et  (,-fn  dm   refn  dm  fir-X)  faf 

en  fonction  de  6;  soit 

e-fndm  —  R  et  e-fnd-z    reSn  dm  J(r-l)  fa  —  y 

on  aura 

V(0)  =  R<K0)-V; 
donc 

orV,V(Ô)  etR  étant  des  fonctions  connues  de  6,  on  aura  la  forme  de  la 
fonction  arbitraire  ^(0). 

Pour  avoir  celle  de  la  fonction  arbitraire  9(nr),  on  observera  que 
l'on  a 

^r-v  =  e-f'n{r~%)d*\y(xs)+fefm{T~y)d(>-Snd™dB[^{Q)—  fefn<l™W-"dT3]\; 

or  on  a,  à  l'origine  de  l'intégrale,  s{r~t}  en  fonction  de  0,  et  à  cause 
de  la  relation  qui  existe  à  ce  point,  entre  zs  et  ô,  on  aura  z{r->}  en 
fonction  de  ct;  on  aura  pareillement 

ê~f*<r-0*      el      e-fmO-VdtfefmV-'îdO-fndmJQ^^^  ^efndmJ(r-i)  fa] 

en  fonctions  de  ct;  nommons  donc  Q  la  première  de  ces  quantités,  —  S 
la  seconde,  et  faisons  z{r~>}=  F,  nous  aurons 

F  =  Q?(7n)-S; 

donc 

.    ,       F  +  S 

?(**)      =      — Q"» 

équation  au  moyen  de  laquelle  on  connaîtra  9(nr). 

Pour  donner  un  exemple  de  cette  méthode,  considérons  l'équation 

OKuvres  de  L.  —  IX.  9 
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aux  différences  partielles 

d*z  a      Js  b      dz 

laquelle  est  intégrable  (art.  IX)  si  l'une  des  quatre  valeurs  suivantes 

de  r, 

/•  —  b  —  i,         r——a,         r=za  —  i,         r=z—bf 

est  un  nombre  entier  positif.   Soit  a  =  —  i,  et  l'on  aura  (art.  IX) 
r=i;  mais  on  a,  par  le  même  article, 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 

*<*>===(»  + 9)"*  i|><0)i 

on  aura  ensuite  (même  article) 

É>*<»i         i 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 


**%_*__,(., 


on  a  enfin 

"(^rër[?(GT)+        /(«n-ev-^cs)^].- 

Pour  déterminer  présentement  les  fonctions  arbitraires  9(w)  et 
'^(6),  supposons  que,  à  l'origine  de  l'intégrale,  on  ait 

es  =  0,        s  =  sin0         et         -5s  =  — 7TJ 

ad        2  0 

on  aura,  à  cette  origine, 

dz  ■=  cos  Q  dd  =  -^  d6  -\-  -^-  d&  ; 

dd  ÔTZ 
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partant, 


ce  qui  donne 


„       sinfl       dz 

COS0  =  — —  4-  __, 
2  0  dm 


dz  .       sin  0 

-j-  =  COS0 y-', 

dm  iB 


on  a  donc  ainsi,  à  l'origine  de  l'intégrale, 

.    D  dz       sin0  dz  .      sin0 

db         2  0  dm  2  0 

On  a  ensuite  (art.  IX),  dans  le  cas  présent, 

S(,)=-tt: a  et  -C(2): 


d0  GT+0  ~      d0  CT-t-Ô 

d'où  l'on  tire,  à  l'origine  de  l'intégrale, 

zWz=o        et        z<v=— —  ; 

#0 

or  on  a 

a* 

daf>       dss  à9 


4- 


ce  qui  donne,  à  l'origine  de  l'intégrale, 

dz<l>  _  d*z 

de  ~"d¥'f 

ainsi,  pour  avoir  -^-  et,  par  conséquent,  z{2]  à  l'origine  de  l'intégrale, 

il  ne  s'agit  que  de  connaître  à  ce  point  la  valeur  de  «••  Pour  cela,  on 
observera  que 


or  on  a 


dz       d-z  d*z   A        dlz  d*z    lfl 

dM  =  Wd9+d^d™=Wâ0  +  dïFdêâ9; 


,dz        ,sin0       cosBde       sinBd9 
ci  -T7T  =  a  — 3T-  = 


de  20     "  20  20* 

partant, 

cos0       sinô       d*z        d*z 


2  0*   "     de*    r  dm  de' 
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l'équation  (V)  donne  ensuite,  à  l'origine  de  l'intégrale, 

àz        bdz 

d2z         d&  dd        cos0       sin(9       bsind 


dxsd9'~   2&  2&    "      i9         k&  4#2 

on  aura  donc 

de*"       40*       ~ "    ' 

or  l'équation 

donne,  à  l'origine  de  l'intégrale, 

partant, 

■i./flN_  (fr  — Qsinfl 
*{6)-      (a0)«-*     ' 

Pour  avoir  maintenant  ç(w),  on  observera  que  l'équation 

*(,,=  ~ro  M*)  -*-/(*  +  6)»-* ^(6)  rfô] 
donne  à  l'origine  de  l'intégrale,  où  z{i)=  o,  comme  on  vient  de  le  voir, 

<p(w)  =  j  (*  4-  S)1"*  (i  -  b)  (T^: 


on  aura  ainsi  <p(cy),  en  intégrant  le  second  membre  de  cette  équation 
et  en  changeant  ensuite  dans  l'intégrale  ô  en  u. 

11  resterait  présentement  à  donner  des  méthodes  pour  intégrer  par 
approximation  les  équations  aux  différences  partielles,  et  pour  avoir 
leurs  intégrales  particulières,  lorsque  l'intégrale  complète  est  impos- 
sible; mais  l'un  et  l'autre  de  ces  deux  objets  exige  des  recherches  très 
délicates,  que  la  longueur  déjà  trop  grande  de  ce  Mémoire  m'oblige  de 
remettre  à  un  autre  temps. 
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(•) 


Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  177:");  1778. 


I. 

Les  objets  que  je  me  propose  de  traiter  dans  ce  Mémoire  sont  :  i"  la 
loi  de  la  pesanteur  à  la  surface  des  sphéroïdes  homogènes  en  équilibre  ; 
20  le  phénomène  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer,  la  précession  des  équi- 
noxes  et  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre  qui  résultent  de  ce  phéno- 
mène; 3°  les  oscillations  de  l'atmosphère  occasionnées  par  l'action  du 
Soleil  et  de  la  Lune. 

Sur  la  loi  de  la  pesanteur  à  la  surface  des  sphéroïdes  homogènes 

en  équilibre. 

Ces  recherches  sont  une  extension  de  celles  que  j'ai  données  dans 
la  seconde  Partie  des  Mémoires  de  l'Académie  pour  l'année  1772, 
page  536  (2).  En  supposant  en  équilibre  une  masse  fluide  homogène 
dont  toutes  les  parties  s'attirent  en  raison  réciproque  du  carré  des  dis- 
tances et  qui,  en  tournant  autour  d'un  axe,  forme  un  solide  de  révo- 
lution infiniment  peu  différent  d'une  sphère,  j'ai  démontré  que  si,  à 
l'équateur  de  ce  sphéroïde,  on  nomme  P  la  pesanteur  et  cem  le  rapport 

(•)  Remis  le  r">  novembre  1777. 

(2)  Œuvres  de  Laplace,  t.  VIII,  p.  4^ '• 

Œuvres  de  A.  —  IX.  Q* 
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de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur,  a  étant  supposé  infiniment  petit, 
la  pesanteur  à  un  point  quelconque  du  sphéroïde,  dont  Ô  est  le  com- 
plément de  la  latitude,  sera  P(i  -i-{amcos2G).  Ce  théorème  est  d'au- 
tant plus  remarquable  que  j'ai  fait  voir,  dans  le  même  endroit,  qu'il 
n'est  nullement  démontré  que  la  figure  elliptique  soit  la  seule  qui  con- 
vienne à  l'équilibre,  qu'il  y  a  peut-être  une  infinité  d'autres  figures 
qui  y  satisfont  pareillement;  mais  que,  sur  tous  ces  sphéroïdes,  la  loi 
de  la  pesanteur  est  la  même.  Je  me  propose  ici  de  généraliser  ces 
recherches  et  de  chercher  la  loi  de  la  pesanteur,  sans  m'astreindre  à 
la  supposition  que  le  sphéroïde  est  de  révolution.  Je  suppose  consé- 
quemment  une  masse  fluide  homogène,  dont  toutes  les  parties  s'at- 
tirent en  raison  réciproque  du  carré  de  la  distance,  tourner  autour 
d'un  axe  quelconque,  de  manière  que  la  force  centrifuge  soit  infini- 
ment petite  relativement  à  la  pesanteur;  je  suppose  de  plus  tous  les 
points  de  cette  masse  animés  par  des  forces  quelconques  infiniment 
petites,  et  je  vais  déterminer  a  priori,  et  indépendamment  de  la  con- 
naissance de  la  figure  du  sphéroïde,  la  loi  de  la  pesanteur  à  la  surface, 
dans  le  cas  de  l'équilibre. 

L'action  d'une  pyramide  MR'CBD  (fig.  i),  dont  la  base  RCBD  est 
infiniment  petite,  sur  son  sommet  M,  est  égale  à  la  section  RR'OR" 


Fig.  «. 


faite  perpendiculairement  à  MR  et  divisée  par  MR;  en  sorte  que,  si  l'on 
nomme  V  cette  section  et  r  la  droite  MR,  on  aura  —  pour  l'action  de 

la  pyramide  sur  le  point  M;  cette  proposition  est  trop  facile  à  démon- 
trer pour  nous  y  arrêter. 

Cela  posé,  considérons  un  sphéroïde  quelconque  AMB  (fig.  2);  soit 
tirée  la  droite  MC,  et  par  le  point  M  les  deux  droites  IMV  et  MQ,  per- 
pendiculaires, la  première  à  MC  dans  le  plan  AMB,  et  la  seconde  au 
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plan  AMB;  soit,  de  plus,  R  un  point  quelconque  place  a  la  BuHftce  du 
sphéroïde,  et  dont  Z  est  la  projection  sur  le  plan  AMB;  que  l'on  I 
MR  =  /\  l'angle  QMR=/>,  et  l'angle  IMZ  —  q;  en  faisanl    farief   le 
point  R  de  manière  que,  l'angle  p  restant  invariable  ainsi  que  la 


droite  MR,  l'angle  q  devienne  q-±-dq,  on  aura  un  nouveau  point  R', 

dont  Z'  sera  la  projection  sur  le  plan  AMB,  et  la  droite  RR'  sera  égale 

à  ZZ'  ;  or  on  a 

TL—WLdq        et        Ml=rsinp; 

donc 

ZZ'=/sin/?ety  =  RR'. 

Si  l'on  fait  ensuite  mouvoir  le  petit  triangle  MRR',  de  manière  que, 
q  et  r  restant  invariables,  p  devienne/?  -+-  dp,  le  point  en  R  viendra  en 
R"  et  le  point  R'  en  0;  de  plus,  il  est  visible  que  la  base  RR  OR"  de  la 
pyramide  M  RR'OR"  est  égale  à 

/■2  s'mpdp  dq, 

et  qu'elle  est  perpendiculaire  sur  MR,  en  sorte  que  l'action  de  cette 
pyramide  sur  le  point  M  sera,  par  ce  qui  précède,  égale  à 

rsinpdpdq; 
Œuvres  de  L.  —  IX.  IO 
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cette  action,  décomposée  suivant  les  trois  droites  MC,  MV  et  MQ,  don- 
nera : 

i°  Suivant  MC,  une  action  égale  à 

r  s[n*p  sin q  dp  dq; 

20  Suivant  MV,  une  action  égale  à 

—  /•  sin  *p  cos q  dp  dq  ; 

3°  Suivant  MQ,  une  action  égale  à 

rs'mpcosp  dpdq. 

On  aura  donc  pour  l'action  entière  du  sphéroïde  : 
i°  Suivant  MC 

'      /     r  sin* ps'mq dpdq  : 

0       «A» 

je  nomme  A  cette  action  ; 
2°  Suivant  MV 


—  /      /     r  s'm^p  cos  q  dp  dq  : 


je  nomme  B  cette  action  ; 
3°  Suivant  MQ 

!      /     r  sinyo  cosp  dp  dq  : 

je  nomme  C  cette  action. 

Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  connaître  r  en  fonction  de  p  et 
de  q. 

Pour  cela,  imaginons  que  le  solide  soit  infiniment  peu  différent 
d'une  sphère  dont  C  soit  le  centre  et  CA  le  rayon.  Soient  CA  =  a  et 
l'angle  MCA  =  6  ;  concevons  ensuite  un  plan  fixe  ANB,  et  soit  u  l'angle 
qu'il  forme  avec  le  plan  AMB,  angle  que  je  nommerai  longitude  du 
point  M.  Cela  posé,  MC  ne  diffère,  par  l'hypothèse,  de  AC  que  d'une 
quantité  infiniment  petite;  soit  aapt.  cette  quantité,  en  sorte  que  l'on 

ait 

MC  =  ar(i  -t-  <xp), 
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a  (Hant  infiniment  petit;  fx  sera  une  fonction  de  net  de  0;  soient  ciicorc 
0'  l'angle  RCA,  et  ct  la  longitude  du  point  R,  on  aura 

RC  =  a(n-«fz'), 

fjt/  étant  pareille  fonction  de  a'  et  de  0'  que  jx  l'est  de  n  et  de  0.  Si 
des  points  R  et  Z  on  abaisse  les  perpendiculaires  RL  et  ZL,  sur  MC, 
on  aura 


or 
et 
donc 


RL2  =  ZLVRZ2; 


ZL  =  /'  s\np  cos<7 
RL  =  rcos/>; 

% 

RL  =  r5  s\n*pcos*q  +  r*  cos2p; 


ML  =  rsinp  sinq; 
CL  —  a(i  -h  a/ut)  —  /sin/>  sinq; 


de  plus 

donc 

partant, 

CR  =CL  -+-  RL  =  as(f -+- a/x)'— aa(i  4-alu.)rsin/?sin^  +  r*~  a*(n- ajjL')*; 

on  aura  donc,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a2,  comme  nous  le 
ferons  toujours  dans  la  suite, 

r* —  2flr(i  +  cf.\i)  sin/?sin<7  =  2aas(/jL'  —  p.), 

d'où  l'on  tire 

r=«(i+  «f*)sin/>  sin?  ±  la  sin/?  sin«7(i  4-  ap)  4-   sin^sin^   I  ■ 

Il  faut  substituer  dans  jx',  au  lieu  de  g/  et  de  6',  les  valeurs  qui  leur 
conviennent;  or,  en  adoptant  le  signe  —,  on  a 

sin/>sin<7 
ce  qui  indique  que  le  point  R  est  infiniment  voisin  du  point  M,  et  alors 
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on  a,  aux  quantités  près  de  Tordre  a, 

&'==&        et        e'=z6; 

d'où  Ton  tire,  aux  quantités  près  de  l'ordre  a2, 

partant, 

r  =  o, 

ce  qui,  d'ailleurs,  est  visible  a  priori.  En  adoptant  le  signe  -h,  on  a 

a.a(\x'  —  [x  ) 


r-2fl(i  +  xp.)  sin/?  si  u  </ 


sin/?  sin  7 


et  c'est  l'expression  de  MR;  il  faut,  présentement,  déterminer  6'  et  vs' 
en  fonctions  de  p  et  de  q.  Pour  cela,  on  abaissera  des  points  R  et  Z 
les  perpendiculaires  RK  etZK  sur  AB;  en  négligeant  les  quantités  de 
l'ordre  a,  comme  cela  est  ici  permis,  0'  et  u'  ne  se  trouvant  que  dans 
jj/  qui  est  déjà  multiplié  par  a,  on  aura 

CK  =  acos0'; 

de  plus,  si  l'on  mène  LH  perpendiculairement  sur  AG  et  ZS  perpendi- 
culairement sur  LH,  on  aura 

CH  =  CLcosô  ==  (a  —  r  sin/>siny)  cos  (9 

et 

ZS  =  KH  =  /-sin/?cos<7  sin0; 

donc 

CK  =  CH  -h  HK  =  acos0  +  r  sinjo(sin0cos<7  —  cosôsin*?); 

donc 

cos 6'  =  cos  6  -+-  2  sin  ip  sin  q  sin  (  9  —  g  )  ; 

on  a  ensuite 

•    /    ,_     , RZ  rcosp  2  sin/?  cos/?  si n<? 

1  m)  ~  RK  "~  ^OT  ~~  ~Tiïïd'  ; 

on  déterminera  donc  rf  eH'  au  moyen  des  équations 

sin(CT'-ro):=2sin^cos/sin<?, 
sin  0' 

cos0'=-cosô+  2  sin2/?  sin  ^  sin  (0  —  q) 


DU  SYSTEME  DU   MONDE.  77 

ou 

cos  0'  a=  cos 0  cos  *p  -+-  sin  *p  cos (  9  —  i q  )  ; 

si  l'on  substitue  maintenant,  au  lieu  de  r,  sa  valeur  dans  les  expres- 
sion! de  A,  B  et  C,  on  aura 

'      f     [2asin'/>sin*^(i  -+-  a/m)  •+■  aa(jm'—  \x)  sin/?]  dpdq, 
o    Jo 

B  =  —  /      l        2asin3/>  sin7COS<jr(i -h  a/x)  +  aa(|ji'— -jl)  sinp -: — -\dpdq, 
C  =z       II     \  2a  sin3  pcospsinq(i  ■+ cx[l)  +  aa([x  —  p.) -^—t-  \  dp  dq: 

les  intégrales  précédentes  devant  être  prises  depuis/?  et  q  égaux  à  zéro 
jusqu'à/)  et  q  égaux  à  ir,  il  est  clair  qu'on  peut  négliger,  dans  le  déve- 
loppement des  différentielles,  les  termes  dans  lesquels  cos/?  ou  cos</ 
se  trouvent  élevés  à  des  puissances  impaires;  car  soit  P  cosqdq  un  de 
ces  termes,  P  étant  fonction  de  sin^  et  de  cos2^,  il  est  visible  que  P 

sera  le  même  pour  deux  valeurs  de  q,  équidistantes  de  -»  mais  dont 

l'une  est  au-dessus  et  l'autre  au-dessous  de  ce  point;  donc,  cosq  étant 
le  même  pour  ces  deux  valeurs,  avec  des  signes  contraires,  P  cosqdq 
sera  aussi  le  même  avec  des  signes  contraires;  en  sorte  que  l'on  aura, 
depuis  q  =  o  jusqu'à  q  =  ir, 

/     P  cosq  dp=:o; 
f    Siniqdq=?> 

I     sin3 p  dp  =  $; 

Jq 

'      /    2  sin3p  sin* q  dp  dq  =  |7r; 


on  a  ensuite 


de  plus 


donc 
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on  a  encore 

I      /    sinp  dpdq^zv:; 

en  faisant  donc,  pour  plus  de  simplicité,  a  =  i,  on  aura 

A  —  1 7r  —  f  cmp  +  a  /     /    p-'  sin/?  dp  dq, 

Jo     "0 

si  l'on  intègre  l'expression  de  B  par  rapport  à/?,  on  aura 

_  /**  COSq  .    ,  .    ,  f*  f*  COSq  du.'         , 

B  =  acoso/      -; — -  (u'  —  u.)dq  —  a  I      I     cos/>- — -  -f-dpdq, 

~—  désignant  le  coefficient  de  dp,  dans  la  différentielle  de  [i/  ;  or,  /?  étant 
supposé  nul,  on  a  xz'=  u  et  G'  =  G,  donc  jj/  =  jjl.  Les  mêmes  équations 
ont  encore  lieu  lorsque/?  =  tt;  on  a  donc 

partant, 

B= — al      I     cos/?-^--  —-dpdq; 

Jo     Jo  SH1?     <>> 

on  a  présentement 

dp  ~~  d9'  dp  +  dm'  dp  ' 

et  l'équation 

co$9'=z  cosQ  +  2 sin2/?  sinçr  sin (0  —  <?) 

donne,  en  faisant  varier  G'  et/?, 

sin 6'  g?0'  =  —  4 sin/?  cos/>  sin q  sin ( 0  —  q)  dp. 

Partant, 

à&_  _____  4sin/?cos/?sin7  sin (9  —  g) 

àp  "  sinô'  » 
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en  differentiant  présentement  l'équation 

.    .    ,         ,       2  sinpcosps'mq 
sin  6 

par  rapport  à  gj'  et/?,  on  aura 

Oh1 
.      ,  .  ,    .   ,         2sinDcospsin<7  -r—  cos  9' dp 

,   ,   ,       2  sin?  (cos2/?  —  sin2/?)  a/?  r       r       7  dp 

cos  (gj'  —  gt)  dvs'  = 2 r—=j - — .   .., ; 

v  '  sin  5'  sin2ô' 

partant, 

dvs'  _  2(cos2/? —  sin2/?)sin<7       8sin2/?cos2/?  sin2<jr  sin(0  —  q)  cosô' 
dj/T  ~         sinô'cos(Gj'— m)  sin3ô' cos(gj'— gt) 

on  aura  donc 

I  dfJ.'  2s\np  cosipcosqs'm(9  —  q) 
iW  sînô7 

-  =  <x  fT  f*{  V  r  cos/)  cos  7  (  cos  y—  sin2/?)  \dpdq, 

2         J0    J0     ]  dw'\_         sin0'cos(Gi'— gt)  [ 

|  4  sin2/?  cos3/?  sin  7  C0S7  sin(0  —  7)  cos0'~ 

\  sin30'  cos(gt'  —  gt) 

d'où  l'on  tirera  facilement 

du.'  sin/?  cos2/?[sinô  -+-  sin(5 —  27)] 


1 


dfl'  sinfl' 


B_     Ç     Ç  }         du!  f  cos />  cos  7  (cos2/? —  sin2/?) 


2         J0    J0    ]         dvs'  l_        sin  0'  cos  (gt'  —  gj) 

2sin2/>cos3/?sin7cos0'[sin0-t-sin(0— 27)] 
sin3*?'  cos(gt' —  gt) 

si  l'on  différentie  l'expression  de  A,  par  rapport  à  G,  on  aura 


,dpdq; 


I 


d\ 

de 


,     du.        rn  r*  .     /du'  d9'     du.'  dvs'\,, 

=-^J  +  «J  j  ™p\m-dQ  +  fo'-dë)dpdq' 


Or,  en  differentiant  l'équation 

cos  0'  =  cos  9  cos2/?  -h  sin2/?  cos  (  0  —  27) 
par  rapport  à  0'  et  Ô,  on  a 

sm9'  d9'  =  s\n9  cos*  p  d9  -+-  sin2/?  sin (9  —  iq)d9, 
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ce  qui  donne 

d9' sinôcos2/?  ■+■  sin2/>sin(0 —  2^) 

~d9~  sine7  ; 

si  Ton  différence  ensuite  l'équation 

.    ,    ,        .       2sinocos/>sin<7 
sin(sr  — gt)  = .    fl, * 

par  rapport  à  m'  et  ô,  on  aura 

.    ,        .   ,  ,  2sinA?cos/?sin7  cos#'  d9'  „ 

cos(gj'  —  m)dm'  — /        * sâd9; 

8111*6'  dd 

d9' 
d'où  l'on  tire,  en  substituant  au  lieu  de  -^  sa  valeur, 

Ov 

dm'  2sinocospsin<7cos0'r  .    n       ,  .   ,      .    ,„  n 

•3fl-  =? ^TûT —    /    ?  r-  [sin0cos2/?-+-sin2/>sin(9  —  29)], 

dQ  sin30' cos(gt'  — gt)     l  '  r        v  -z/J> 

dA  du 

■ — ■  —  —  *  air     ' 

de  ~     3     de 

JC™  rni  du.'  sinScos2/?  -+-  sin2/?sin(0  —  2q   . 

du.'  2sin2/?cospsin<7cos0' r  .    .       ,  .   .      .    ,„  ,-,),, 

_  ^—  __£_ r         i —  rsm  q  costp  +  sm2  „  sin  (  0  _  2  «)]  }  ,/„  dq  \ 

dm'      sin36'  cos(gj'  —  m)      L  ^  r       %  7/J|    l     7 

partant, 

<?0        îK~       3    TC<?0 

f    f   /  ■   *  «    \  (  du'  sin»sin(0  —  20) 

du' f       cos/?  cos  ^ 
tte'  Lsinô'  cos(gj' —  gj) 

2sin2pcos»sinâ'cos0' sin(ô  —  2^)1)   ,     , 
smz8'  cos(m  —m)  J) 

Maintenant  on  a 

dq  ~  dd'   dq  +  dm'   dq  ' 

or,  si  l'on  différentie  l'équation 

cos  9'  =5  cos  9  cos  V  h-  sin V  cos  (  0  —  2  y  ) , 
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par  rapport  à  0'  et  à  q,  on  aura 

sin0'rf0'=—  2sinî/?sin(0—  iq)dq; 

partant 

dB'  _        2sin'/>sin(0  —  iq\ 
__  _  __  j 

on  differentiant  ensuite  l'équation 

...         ,       2sinp  cosp  sincr 

sintBj'— bt)  = r  .    JT. » 

sin0' 

par  rapport  à  rar'  et  à  «7,  on  aura 

.  2  sm p  COS p  Slll  q  COS  Q  -T- dq 

.     ,  .     ,    ,         2SinpC0SO  COS  qdq  r         r  i  dq     * 

v  sin0  sin*0' 

<?0' 
d'où  l'on  tirera,  en  substituant  au  lieu  de  ■»*  sa  valeur, 

ete' _     asin/>  cos/>cosgr         4sin3/?cosjo  sin<7  cos0' sin(0  —  2*7) 
dq  "    sinô'cos(rn/  —  bt)  sin30/cos(Bj/— bj) 

partant 

<V  _        <?jjl'  2sinî/)sin(0  —  %q) 

~dq  ~~ ~~  W  slnd'  ~ 

'd[xJ  T  2sinyocos/?  cos^        4sin3/>cos/>  sin<7cos0'sin(0  —  2*7)"] 
dra'  [  sin0'  cos(bt'  — bj)  sin30'  cos(bj'—  m) 

on  aura  donc 

-JE  —\o=—\ot.'K~-  —  {<x  I       I      -£-    t-î -dpdq; 

dd       2  ^  Va    «-'o      ^  sin^ 

or,  en  intégrant  par  rapport  à  ^,  on  a 

La  constante  arbitraire  doit  se  déterminer  par  la  condition  que  l'inté- 
grale commence  lorsque  q  =  o;  et,  dans  ce  cas,  on  a  8'=  6  et  gï'=  gj; 
donc  y.'  =  (x;  partant  H  =  —  (jl,  et 


y  $£  <«,=£_  w 


OEuvret  de  L.  —  IX. 
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mais  l'intégrale  doit  se  terminer  lorsque  q  =  u;  et,  dans  ce  cas,  on  a 
6'=  G  et  xs'=  xs,  partant  |a'=  ja;  donc 


1 


ce  qui  donne 

(a)  TQ-\B  +  \«TtfQ^o, 

équation  analogue  à  celle  que  j'ai  donnée  pour  les  sphéroïdes  de  révo- 
lution, dans  les  Mémoires  de  l'Académie  déjà  cités,  page  545  ('  ). 

On  aura,  en  suivant  la  même  analyse,  une  équation  à  peu  près  sem- 
blable entre  A  et  C;  mais,  au  lieu  de  recommencer  les  mêmes  calculs, 
il  est  plus  simple  de  tirer  cette  équation  de  l'équation  (a).  Pour  cela, 
considérons  un  point  m,  infiniment  voisin  de  M,  placé  en  même  temps 
à  la  surface  du  sphéroïde  et  dans  le  plan  AMB;  si  l'on  fait  MCm  =  db, 
et  que  l'on  nomme  'A  ce  que  devient  A  pour  le  point  m,  et  *(x  ce  que 
devient  p  pour  le  même  point,  on  aura    • 

'A  —  A âk  *\x  —  p.  _  dp 

dO      ~  dQ         et  d9     ~  dd> 

l'équation  (a)  devient  conséquemment 

(X)  'A  —  A  —  £Brf0  +  f«7r(y  —  ftj  =  o. 

Imaginons  par  les  points  M  et  C  un  plan  QMC,  perpendiculaire  au 
plan  AMB,  et  considérons  un  point  m',  infiniment  voisin  de  M,  placé 
en  même  temps  à  la  surface  du  sphéroïde  et  dans  le  plan  QMC  ;  soit 
dy  l'angle  MCm',  et  soient  A,  et  (/.<  ce  que  deviennent  A  et  p.  au  point 
m';  il  est  clair  que,  par  la  même  raison  que  l'équation  (~k)  a  lieu, 
celle-ci 

(>')  A,  — A  — -;-C«?<p -h  farcCf*!  —  fz)  =o 

doit  avoir  lieu;  présentement,  l'angle  m'CA  ne  diffère  de  l'angle  MCA 
que  d'un  infiniment  petit  du  second  ordre,  en  sorte  que,  si  l'on  sup- 

(»)  OEuvres  de  Laplace,  T.  VIII,  p.  4gi. 
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pose  la  longitude  du  point  ni  égale  ào  +  dts,  on  aura 

A,  —  A  =  -7-  dm        et        u. —  a  —  ~  dm  ; 
dm  r        ^       dm 

de  plus,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a,  comme  cela  est  ici 
permis,  C  étant  infiniment  petit  de  l'ordre  a,  on  a  ety  =  cfersin6  ; 
l'équation  (X')  deviendra  donc 

(a')  ^_LCsinS4-f«7r^  =0; 

dm       l  J        dm 

et  les  équations  (a)  et  (a')  ont  lieu,  quelle  que  soit  la  figure  du  sphé- 
roïde, pourvu  qu'il  diffère  infiniment  peu  de  la  sphère. 

Supposons  maintenant  que  le  sphéroïde  ait  un  mouvement  de  rota- 
tion et,  de  plus,  que  toutes  ses  parties  soient  animées  par  des  forces 
quelconques,  et  déterminons  les  équations  de  l'équilibre.  D'abord,  il 
est  clair  que  l'axe  de  rotation  peut  être  censé  passer  par  le  centre  de 
gravité  du  sphéroïde;  soit  donc  AB  cet  axe,  C  étant  le  centre  de  gravité 
de  la  masse  entière;  soit  encore  a/  la  force  centrifuge  à  l'équateur  du 

sphéroïde,  ou  lorsque  6  =  -;   cette  force  sera  au  point  M  égale  à 

a/sinO,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a2,  et  elle  donnera,  sui- 
vant l'élément  Mm  du  sphéroïde,  une  force  égale  à  a/sinOcosO;  celte 
même  force,  décomposée  suivant  l'élément  Mm',  sera  nulle  et,  décom- 
posée suivant  MG,  elle  donnera  une  force  égale  à  —  ctf  sin26;  je  lui 
donne  le  signe  —,  parce  qu'elle  agit  en  sens  contraire  de  MC. 

L'action  A  du  sphéroïde  sur  le  point  M,  décomposée  suivant  Mw, 
donnera  une  force  égale  à  AcosCMm;  or  on  a 

cosCMm  — —  <*-£'> 

donc  l'action  A  produira,  suivant  Mm,  une  force  égale  à 

.  du.  ,        du. 

en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a2.  Cette  même  force  A,  décoin- 
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posée  suivant  Mm',  donnera  une  force  égale  à 

dp 
l  àts 
'       sin0 

La  force  B,  étant  de  l'ordre  a,  donnera  suivant  Mm,  en  négligeant  les 
quantités  de  l'ordre  a2,  une  force  égale  à  B,  et  suivant  Mm'  une  force 
nulle.  Pareillement,  la  force  G  donnera  suivant  Mm  une  force  nulle,  et 
suivant  Mm'  une  force  égale  à  C.  Supposons  ensuite  que  le  point  M 
soit  animé  :  i°  d'une  force  aM,  dirigée  de  M  vers  V;  2°  d'une  force  aN, 
dirigée  de  M  vers  Q;  3°  d'une  force  aR,  dirigée  de  M  vers  C;  M,  N  et  R 
étant  des  fonctions  quelconques  de  xs  et  de  0,  on  aura  pour  la  force 
entière,  dont  le  point  M  est  animé  suivant  Mm, 

ac/sin0cos0  +  «M  +  B-  ^<xv:-~; 

et,  comme  cette  force  doit  être  nulle  par  la  condition  de  l'équilibre,  on 
aura  l'équation 

(a")  a/sin0cos0  +  aM +  B  =  Aa7C  —■ 

On  aura  semblablement  pour  la  force  entière,  dont  le  point  M  est  animé 

suivant  Mm', 

dp 

ht  ri  l  OUÏ 

aN  +  C—  ïont-r—*, 
3        sin0 

et,  cette  force  devant  être  encore  nulle  dans  le  cas  de  l'équilibre,  on 
aura  l'équation 

(«*)  sin0(C-4-aN)  =  |«7r^; 

enfin,  la  force  entière  dont  le  point  M  est  animé  suivant  MC  est 
A  —  a/sin26-f-  aR;  or  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  pesanteur  au 
point  M,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  la  résultante  des  trois 
forces,  suivant  MC,  MV  etMQ,  ne  diffère  de  la  force,  suivant  MC,  que 
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d'une  quantité  de  l'ordre  a3;  donc,  si  l'on  nomme  P  la  pesanteur  au 
point  M,  on  aura 

(aIV)  P  =  A-a/sins0  4-aR. 

Si  l'on  différentie  cette  équation  successivement  par  rapport  à  0  et 
à  gj,  on  aura 

~d9  =  ~d9  -hoL~dd-2ocfs\necosdde, 

d9  o9  d9  J 

àP  ,         d\  ,  dR  , 

-r—  dvs  =  -r—  dm  H-  a  -r—  dvs  ; 

Om  UTx5  ÔXJS 

en  substituant  dans  ces  équations,  au  lieu  de  ^g  et  de  -3— >  leurs  va- 
leurs que  donnent  les  équations  (a)  et  (a'),  on  aura 

^dO  =  \Bd9  —  lan^dQ  -h  cc^dQ  -  2<xfsind  cos9  dd, 

d$  *  ■        â9  à9  J 

-T-  dxs  ~  i C  sin 0  ûte  —  la  7:  -^-  cfcj  +  a  ^—  efa, 
dai  *  3         ife  dur 

et,  si  l'on  substitue,  au  lieu  de  B  et  de  C,  leurs  valeurs  que  donnent  les 
équations  {a")  et  («'")  de  l'équilibre,  on  aura 

^  d9  =  —  %<xfsin9cos9d9  -  kM  d9  +  x^rd9, 

d9  -  ■   J  2  d0 

^—  cfe  =  —  iaN  sin 0  acr  +  a  -£—  oto  ; 

en  ajoutant  ces  deux  équations,  on  aura 

dP  =  —  f  a/sinfl  cosQ  c?0  —  |a(M  ctë  h-  N  sin0  cfo)  +  a  rfR  ; 

pour  que  cette  équation  et,  par  conséquent,  pour  que  l'équilibre 
soient  possibles,  Mrfô  4-  Nsinôcte  doit  être  une  différence  exacte; 
soit  dS  cette  différence,  et  l'on  aura 

P  =  P'+  f  a/cosJ0  -  i«V  +  aR, 

P  étant  une  constante  arbitraire  ajoutée  en  intégrant,  et  cette  équa- 
tion exprime  généralement  la  loi  de  la  pesanteur  à  la  surface  du  sphé- 
roïde. 
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Lorsque  les  forces  aM,  aN  et  aR  sont  produites  par  les  attractions 
de  tant  de  corps  que  l'on  voudra,  placés  près  ou  loin  du  sphéroïde, 
mais  tels  cependant  :  i°  que  leur  action  sur  le  sphéroïde  altère  infini- 
ment peu  sa  figure;  20- qu'ils  participent  au  mouvement  de  rotation 
du  sphéroïde,  autrement  il  ne  pourrait  jamais  y  avoir  équilibre,  ou 
bien  s'ils  ne  tournent  point  avec  le  sphéroïde,  qu'ils  soient  en  nombre 
infini,  et  distribués  également  et  circulairement  autour  du  sphéroïde, 
comme  il  est  très  naturel  de  présumer  que  toutes  les  parties  de  l'anneau 
de  Saturne  sont  disposées  autour  de  cette  planète;  Mefô  -t-N^/nysinG 
-sera toujours  dans  ce  cas  une  différence  exacte;  car,  soient  S  un  de  ces 
corps,  r  sa  distance  au  point  M,  et  h  sa  distance  au  point  C  ;  r  peut  être 

considéré  comme  fonction  de  6,  ts  et  du  rayon  CM,  que  je  nommes; 

S 
présentement,  l'action  de  S  sur  M  est  -,;  cette  action,  décomposée 

suivant  MV  est  —  -^;  cette  même  action  décomposée  suivant  MQ  est 

'  ;   enfin  cette  action  décomposée  suivant  MC  est  — 


r2ssinO  dm'  r  r2  ds 

Pour  être  en  droit  de  regarder  le  centre  C  comme  immobile,  il  faut 
retrancher  des  forces  précédentes  l'action  de  S  sur  C,  décomposée  sui- 
vant les  mêmes  lignes,  et,  pour  avoir  cette  action,  il  suffît  de  faire  s 
infiniment  petit  dans  les  quantités  précédentes  ;  soient  r'  ce  que 
devient  r  dans  ce  cas,  et  s'  ce  que  devient  s,  on  aura 

«N  = 


et 


partant 


«R 


S 
r2s 

dr 
dQ 

S 

r'2, 

dr' 

S 
sinô 

dr 
dm 

S 

dr' 

r*s 

r'Vsi 

lad  dm 

S 

dr' 

S 

di\ 

r"- 

W  " 

r- 

ds' 

aN 

sin0tffe  = 

S  s 
—  dr- 

r*s 

S 

aM  dO  +  aN  sin  0  dm  =  -r-  dr ^— ,  dr', 

r*s  r'2s' 

en  ne  considérant  que  gt  et  6  de  variables;  on  aura  donc 

S  S  S    dr'       S  dr 


Pr=P'+fa/cos20 


1rs       vr's'       rn   ds        r2  ds 
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Supposons  qu'en  réduisant  ->  dans  une  suite  ascendante  par  rap- 
port à  s,  on  ait 

-  =  T  -t-  bs  -h  6(,)5*  +  . . ., 
r       h 

b,  b{i),  . . .  étant  des  fonctions  de  9  et  de  gt,  on  aura 

S S Sb       Sbiv*' 

ir's'  ~        ihs'         2  a 

de  plus,  on  aura 

d- 

S 
et,  si  l'on  considère  que  le  terme j—,-,  étant  constant,  peut  être 

censé  compris  dans  la  constante  arbitraire  P',  on  trouvera,  en  faisant 

rt         nt        *      s  ta  S  3S6  S     dr 

p  —  p'-f-fa/cos'ôH ï-  -3-; 

*  J                 irs         2  r*s  as 

désignant  donc  par  V( —  ~  )  la  somme  des  quantités 

JBtÊk  \  2  r  S  2  /      S     (JS  J 

c  g    dr 

—  f  Sb  — j-  -j-i  relative  à  tant  de  corps  que  l'on  voudra,  on  aura 
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Partant,  si  l'on  connaissait  la  figure  et  la  densité  de  l'anneau  de  Sa- 
turne, et  sa  position  par  rapport  à  l'axe  de  rotation  de  cette  planète, 
on  pourrait,  en  supposant  la  planète  homogène,  déterminer  la  loi  de 
la  pesanteur  à  sa  surface;  l'équation  précédente  réduit,  comme  Ton 
voit,  le  problème  à  la  quadrature  des  courbes,  parce  qu'alors  S  de- 
vient infiniment  petit  et  que  la  caractéristique  intégrale  £,  relative 
aux  différences  finies,  se  change  dans  la  caractéristique  intégrale  /, 
relative  aux  différences  infiniment  petites. 
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II. 

Sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer,  et  sur  la  précession  des  èquinoxes 
et  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre  qui  résultent  de  ce  phénomène. 

Il  ne  s'agit  point  ici  de  chercher  une  nouvelle  cause  du  flux  et  du 
reflux  de  la  mer,  mais  de  bien  faire  usage  de  celle  que  nous  lui  con- 
naissons incontestablement,  et  qui,  comme  l'on  sait,  consiste  dans 
l'inégale  pesanteur  des  eaux  de  la  mer  et  du  centre  de  la  Terre  vers  le 
Soleil  et  la  Lune.  Je  me  propose  d'assujettir  à  une  analyse  plus  rigou- 
reuse qu'on  ne  l'a  fait  encore  les  effets  de  cette  inégalité  de  pesanteur 
et  les  oscillations  qui  en  résultent.  Presque  tous  les  géomètres  qui  se 
sont  occupés  jusqu'ici  de  cet  objet  ont  supposé  d'abord  un  astre  immo- 
bile au-dessus  d'une  planète  immobile  et  recouverte  d'un  fluide;  ils 
ont  cherché  la  figure  que  le  fluide  devait  prendre  pour  être  en  équi- 
libre; considérant  ensuite  le  cas  où  l'astre  a  un  mouvement  réel  ou 
apparent  autour  de  la  planète,  ils  ont  supposé  que  la  figure  du  fluide 
en  équilibre,  qu'ils  avaient  déterminée  dans  le  cas  de  l'astre  immobile, 
n'était  point  altérée  par  ce  mouvement,  dont  tout  l'effet,  suivant  eux, 
est  de  changer  à  chaque  instant  la  position  de  cette  figure  relativement 
à  la  planète,  en  lui  conservant  toujours  la  même  situation  par  rapport 
à  l'astre.  C'est  ainsi  que  MM.  Newton,  Daniel  Bernoulli  et  Maclaurin 
ont  déterminé  les  effets  des  attractions  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  la 
mer;  mais  il  est  aisé  de  sentir  le  peu  de  conformité  de  ces  suppo- 
sitions avec  ce  qui  a  lieu  dans  la  nature,  et  l'on  doit  aux  grands 
géomètres  que  je  viens  de  citer  la  justice  d'observer  qu'ils  en  ont 
eux-mêmes  reconnu  l'inexactitude  et  l'insuffisance  pour  expliquer 
plusieurs  phénomènes  des  marées.  Celui  qui  s'éloigne  le  plus  de  leur 
théorie  est  la  différence  très  petite  que  l'observation  donne  entre  les 
deux  marées  d'un  même  jour,  quelle  que  soit  la  déclinaison  des  deux 
astres,  tandis  que,  en  suivant  leur  résultat,  cette  différence  doit  sou- 
vent être  très  considérable  et  beaucoup  plus  grande  qu'aucune  autre 
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inégalité  des  marées  :  or  une  théorie  qui  diffère  à  ce  point  de  l'ohsci- 
vation  doit  être  entièrement  abandonnée.  Heureusement  cela  ne  porte 
aucune  atteinte  au  principe  de  la  gravitation  universelle,  et  il  n'en 
résulte  que  la  nécessité  d'avoir  égard,  dans  la  détermination  des  oscil- 
lations de  la  mer,  au  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  et  à  ceux  du 
Soleil  et  de  la  Lune  dans  leurs  orbites.  Cette  recherche  présente  alors 
de  bien  plus  grandes  difficultés  que  celle  de  l'équilibre,  et  c'est  vrai- 
semblablement ce  qui  a  déterminé  les  géomètres  à  se  borner  à  ce  der- 
nier cas;  j'en  excepte,  cependant,  MM.  Euler  et  d'Alembert;  le  premier 
de  ces  deux  grands  géomètres,  après  avoir  fait  sentir,  dans  sa  pièce  sur 
le  flux  et  le  reflux  de  la  mer,  la  difficulté  de  soumettre  à  un  calcul 
précis  les  oscillations  des  eaux  de  la  mer  et  le  peu  de  ressources  que 
présentaient  alors  à  cet  égard  l'Analyse  et  la  théorie  des  fluides,  s'est 
borné  à  déterminer  ces  oscillations  dans  l'hypothèse  qui  lui  a  paru 
la  plus  vraisemblable  sur  l'effort  des  eaux  pour  reprendre  leur  état 
d'équilibre  lorsqu'elles  s'en  sont  dérangées.  C'est  donc,  à  proprement 
parler,  à  M.  d'Alembert  qu'il  faut  rapporter  les  premières  recherches 
exactes  qui  aient  paru  sur  cet  important  objet;  cet  illustre  auteur 
s'étant  proposé  dans  son  excellent  Ouvrage  qui  a  pour  titre  :  Réflexions 
sur  la  cause  des  vents,  de  calculer  les  effets  de  l'action  du  Soleil  et  de  la 
Lune  sur  notre  atmosphère,  y  détermine  d'une  manière  synthétique  et 
fort  belle  les  oscillations  d'un  fluide  de  peu  de  profondeur  qui  recouvre 
une  planète  immobile,  au-dessus  de  laquelle  répond  un  astre  immo- 
bile; il  cherche  ensuite  à  déterminer  ces  oscillations  dans  le  cas  où,  la 
planète  étant  toujours  supposée  immobile,  l'astre  se  meut  uniformé- 
ment sur  un  parallèle  à  l'équateur,  et  il  parvient,  par  une  analyse  aussi 
savante  qu'ingénieuse,  aux  véritables  équations  de  ce  problème;  mais 
la  difficulté  de  les  intégrer  l'a  forcé  de  recourir  à  des  suppositions  qui 
en  rendent  la  solution  incertaine;  on  trouvera  dans  ces  recherches  la 
solution  rigoureuse  de  ce  même  problème,  quelle  que  soit  la  densité 
du  fluide  et  le  mouvement  de  l'astre  attirant  dans  l'espace.  Au  reste, 
je  dois  à  M.  d'Alembert  la  justice  d'observer  que,  si  j'ai  été  assez  heu- 
reux pour  ajouter  quelque  chose  à  ses  excellentes  Réflexions  sur  la 
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cause  des  vents,  j'en  suis  principalement  redevable  à  ces  Réflexions 
elles-mêmes  et  aux  belles  découvertes  de  ce  grand  géomètre  sur  la 
Théorie  des  fluides  et  sur  le  Calcul  intégral  aux  différences  partielles, 
dont  on  voit  les  premières  traces  dans  l'Ouvrage  que  je  viens  de  citer. 
Si  l'on  considère  combien  les  premiers  pas  sont  difficiles  en  tout  genre 
et  surtout  dans  une  matière  aussi  compliquée;  si  l'on  fait  attention  aux 
progrès  immenses  de  l'Analyse  depuis  l'impression  de  son  Ouvrage, 
on  ne  sera  pas  surpris  qu'il  nous  ait  laissé  quelque  chose  à  faire  encore 
et  que,  aidés  par  des  théories  que  nous  tenons  de  lui  presque  tout 
entières,  nous  soyons  en  état  d'avancer  plus  loin  dans  une  carrière 
qu'il  a  le  premier  ouverte. 

Il  semble  que  la  solution  du  problème  précédent  renferme  toute  la 
théorie  du  flux  et  du  reflux  de  la  mer  :  car,  quoique  on  y  suppose  la 
planète  immobile,  ce  qui  n'est  pas  vrai  pour  la  Terre,  cependant,  le 
mouvement  de  rotation  de  cette  planète  paraissant  n'avoir  d'autre  effet 
que  de  changer  la  position  du  Soleil  et  de  la  Lune  par  rapport  aux 
eaux  de  la  mer,  on  pourrait  croire  que,  pour  être  en  droit  de  regarder 
la  Terre  comme  immobile,  il  suffit  de  transporter  en  sens  contraire  à 
ces  deux  astres  son  mouvement  angulaire  de  rotation;  mais,  en  réflé- 
chissant avec  attention  sur  la  nature  du  problème,  on  aperçoit  bientôt 
que  le  changement  dans  la  position  du  Soleil  et  de  la  Lune  par  rapport 
à  la  mer  n'est  pas  le  seul  effet  qui  résulte  de  la  rotation  de  la  Terre, 
et  l'on  s'en  convaincra  facilement  par  la  remarque  suivante,  qui  n'a 
point  échappé  à  M.  Maclaurin  dans  son  excellente  pièce  sur  le  flux  et 
le  reflux  de  la  mer,  quoique  ce  savant  auteur  ne  l'ait  point  soumise  au 
calcul.  Lorsqu'on  suppose  à  la  planète  un  mouvement  de  rotation  com- 
mun au  fluide,  la  vitesse  d'une  molécule  du  fluide  étant  supposée 
rester  la  même  dans  le  sens  du  parallèle,  son  mouvement  angulaire  de 
rotation  augmente  ou  diminue,  suivant  qu'elle  s'éloigne  ou  qu'elle 
s'approche  de  l'équateur,  en  sorte  qu'elle  change  de  méridien  par  cela 
seul  qu'elle  change  de  parallèle  :  or  ce  changement  pour  les  eaux  de 
la  mer  est  du  même  ordre  que  les  mouvements  immédiatement  excités 
par  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune. 
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On  voit  par  là  l'imperfection  de  toutes  les  théories  connues  sur  le 
flux  et  sur  le  reflux  de  la  mer,  et  combien  il  était  nécessaire  de  ré- 
soudre, avec  plus  de  rigueur  qu'on  ne  l'a  fait  encore,  ce  problème, 
l'un  des  plus  intéressants  et  des  plus  compliqués  de  toute  l'Astronomie 
physique;  c'est  à  remplir  cet  objet,  au  moins  autant  qu'il  m'a  été  pos- 
sible, que  sont  destinées  les  recherches  suivantes,  et  j'ose  espérer  que 
l'importance  et  la  difficulté  de  la  matière  pourront  leur  mériter  quelque 
attention  de  la  part  des  géomètres  ;  je  devais  naturellement  m'attendre  à 
ce  que,  ayant  fait  entrer  dans  ma  solution  toutes  les  circonstances  es- 
sentielles du  problème,  mes  résultats  approcheraient  beaucoup  plus  de 
l'observation  que  ceux  de  la  théorie  ordinaire,  sur  le  peu  de  différence 
qui  existe  entre  les  deux  marées  d'un  même  jour  :  aussi  ai-je  eu  la  sa- 
tisfaction de  voir  qu'ils  donnent,  dans  les  hypothèses  les  plus  vraisem- 
blables sur  la  profondeur  de  la  mer,  une  infinité  de  moyens  d'expliquer 
pourquoi  cette  différence  est  aussi  peu  considérable  :  je  regarde  l'ex- 
plication de  ce  phénomène  comme  un  des  principaux  avantages  de 
mes  recherches.  Elles  m'ont  donné  lieu  de  faire  une  remarque  qui  me 
paraît  utile  dans  la  théorie  de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la 
nutation  de  l'axe  de  la  Terre  ;  il  ne  suffit  pas,  dans  cette  théorie,  de  con- 
sidérer l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  la  partie  solide  de  cette  pla- 
nète :  il  faut  encore  avoir  égard  à  l'action  de  ces  deux  astres  sur  les 
eaux  de  la  mer.  Imaginons,  en  effet,  que  la  Terre  soit  un  ellipsoïde  de 
révolution  recouvert  par  la  mer;  il  est  clair  que,  tant  que  le  Soleil  sera 
dans  le  plan  de  l'équateur,  son  action  sur  la  Terre  et  sur  les  eaux 
qui  la  recouvrent  étant  égale  et  symétrique  des  deux  côtés  de  l'équa- 
teur, il  ne  peut  en  résulter  aucun  dérangement  dans  la  position  de 
l'axe  de  rotation  de  la  Terre;  mais,  si  l'on  suppose  le  Soleil  décliner 
vers  l'un  ou  vers  l'autre  pôle,  son  action  ne  sera  plus  la  même  sur  les 
deux  moitiés  de  la  Terre  formées  par  la  section  du  plan  de  l'équateur  : 
les  eaux  de  la  mer,  distribuées  différemment  sur  ces  moitiés  par  l'ac- 
tion du  Soleil,  les  attireront  d'une  manière  différente  et  presseront  in- 
également leurs  surfaces.  On  conçoit  donc  qu'alors  il  doit  y  avoir  un 
dérangement  dans  la  position  de  l'axe  de  la  Terre,  produit  non  seule- 
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ment  par  l'action  directe  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  la  partie  solide  de 
cette  planète,  mais  encore  par  l'attraction  et  par  la  pression  du  fluide 
dont  elle  est  recouverte;  or  le  calcul  m'a  montré  que  les  effets  qui 
résultent  de  cette  seconde  cause  sont  du  même  ordre  que  ceux  qui 
dépendent  de  la  première,  toutes  les  fois  que  la  densité  du  fluide  est 
comparable  à  la  densité  moyenne  de  la  planète.  J'ai  cru  que  les  géo- 
mètres ne  seraient  pas  fâchés  de  voir  la  théorie  de  ces  dérangements  ; 
je  l'expose  conséquemment  ici  avec  tout  le  détail  que  peut  exiger  son 
importance;  cette  recherche  m'a  paru  d'autant  plus  nécessaire,  que 
tous  ceux  qui  ont  jusqu'à  présent  résolu  le  problème  de  la  précession 
des  équinoxes  ont  négligé  d'avoir  égard  à  l'action  du  Soleil  et  de  la 
Lune  sur  la  mer,  et  M.  d'Alembert,  à  qui  nous  en  devons  la  première 
solution  rigoureuse,  pense  que  cette  action  ne  peut  avoir  aucune  in- 
fluence sur  ce  phénomène;  je  m'écarte  d'autant  plus  volontiers  du 
sentiment  de  cet  illustre  auteur,  que  cela  n'affecte  en  rien  sa  belle  mé- 
thode qui  est  un  chef-d'œuvre  de  Dynamique,  et  à  laquelle  la  méca- 
nique des  corps  solides  est  redevable  des  découvertes  intéressantes 
qui  l'ont  enrichie  depuis  trente  ans.  Il  ne  résulte  même  de  l'action  du 
Soleil  et  de  la  Lune  sur  la  mer  aucun  changement  dans  les  lois  de  la 
précession  des  équinoxes  et  de  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre;  cette 
action  n'influe  que  sur  le  rapport  de  la  quantité  de  la  nutation  à  celle 
de  la  précession,  et  son  influence,  qui  pourrait  être  considérable  dans 
une  infinité  d'hypothèses  sur  la  profondeur  et  sur  la  densité  de  la 
mer,  est  très  petite  dans  celles  qui  sont  le  plus  conformes  à  la  Nature; 
car  on  verra  dans  la  suite  qu'elle  est  proportionnelle  à  la  différence 
des  marées  de  dessus  et  de  dessous,  différence  qui,  suivant  l'observa- 
tion, est  presque  insensible.  Le  phénomène  de  la  précession  des  équi- 
noxes a  cela  de  remarquable  que  l'on  retrouve  toujours  les  mêmes 
lois,  quelques  hypothèses  que  l'on  emploie  sur  la  profondeur  de  la 
mer  et  sur  la  figure  de  la  Terre;  c'est  un  théorème  que  je  démontre 
ici  rigoureusement,  en  supposant  que  le  solide  recouvert  par  les  eaux 
est  un  sphéroïde  de  révolution  peu  différent  d'une  sphère,  et  divisé 
en  deux  parties  égales  et  semblables  par  l'équateur  ;  la  rapidité  du 
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mouvement  de  rotation  de  la  Terre  me  donne  lieu  de  croire  que  W 
théorème  est  généralement  vrai,  quelle  que  soit  la  loi  de  la  profondeur 
de  la  mer  et  la  figure  du  solide  qu'elle  recouvre,  pourvu  qu'il  diffère 
peu  d'une  sphère,  et  qu'il  tourne  à  très  peu  près  autour  d'un  de  ses 
axes  principaux  de  rotation;  c'est  là,  si  je  ne  me  trompe,  la  raison 
pour  laquelle  la  théorie  est  si  bien  d'accord  sur  ce  point  avec  l'obser- 
vation, tandis  qu'elle  s'en  éloigne  sensiblement  sur  la  figure  de  la 
Terre. 

Concevons  une  planète  très  peu  différente  d'une  sphère,  et  recou- 
verte d'un  fluide  d'une  densité  homogène;  il  est  clair  que,  si  la  planète 
tourne  sur  son  axe  et  que  le  fluide  ne  soit  agité  par  aucune  force  exté- 
rieure, il  prendra  à  la  longue  le  mouvement  de  rotation  de  la  planète, 
et  parviendra  enfin  à  être  en  équilibre.  Supposons-le  parvenu  à  cet 
état  et  qu'ensuite,  par  l'attraction  d'un  nombre  quelconque  d'astres, 


Fig.  3. 


il  en  soit  dérangé  de  manière  qu'il  fasse  des  oscillations  infiniment 
petites;  il  s'agit  de  déterminer  la  nature  de  ces  oscillations.  Pour 
cela,  soient  {fig.  3)  anbCa  la  planète  et  XNBAanba  le  fluide  qui  la 
recouvre;  considérons  une  molécule  quelconque  M  du  fluide,  telle 
qu'à  l'origine  du  mouvement  l'on  ait  eu  CM  =  s,  l'angle  NCA  =  0,  et 
que  la  longitude  de  ce  point  ait  été  gt,  C  étant  le  centre  de  gravité  de 
la  planète,  et  le  premier  méridien,  d'où  l'on  commence  à  compter  les 
longitudes,  étant  supposé  immobile,  ou  ne  point  participer  au  mouve- 
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ment  de  rotation  de  la  planète;  soit  ni  le  mouvement  angulaire  de  ro- 
tation commun  au  fluide  et  à  la  planète,  /  désignant  le  temps  écoulé 
depuis  l'origine  du  mouvement,  et  supposons  qu'après  ce  temps  0  se 
change  en  G  -+-  au,  m  en  m  -+-  ni  -+-  av  et  s  en  s  ■+-  ar,  a  étant  une  quan- 
tité infiniment  petite  ;  u,  v  et  r  seront  fonctions  de  6,  m,  s  et  du  temps  t. 
Imaginons  présentement  au  point  M  un  prisme  fluide  rectangle  dont 

les  trois  dimensions  soient 

j  àr  . 

as  -+-  a~c-  as, 
as 

(s -h  ar)  (d9-+-a-^d9) 

(  àv       \ 

(s  -h  <xr)  (  dm  -h  a  —  dm  J  sin  ((9  -h  au), 


et 


les  quantités  -v-j  -^>  y-  exprimant,  suivant  la  notation  reçue,  les  coef- 
ficients de  ds,  d§  et  dm,  dans  les  différentielles  de  r,  m  et  c;  la  solidité 
de  ce  prisme  sera,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a2  et  nommant 
A  la  densité  du  fluide, 

(A)     àdsdÔdm    s-s'mQ  (  i  +  a- — ha-™  4-  a  -s h  au  -^—r  )  -+-  itxrssinQ  \. 

[  \  ds  dd  dm  sinô/  J 

Dans  l'instant  suivant,  ce  prisme  se  changera  dans  un  solide  d'une 
autre  figure  ;  mais  il  est  aisé  de  s'assurer  que,  si  l'on  détermine  la  masse 
de  ce  nouveau  solide,  comme  s'il  était  un  prisme  rectangle,  on  ne  se 
trompera  que  de  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre  par  rap- 
port à  celles  que  l'on  considère;  on  peut  donc,  en  négligeant  ces  quan- 
tités, supposer  nulle  la  différentielle  de  la  quantité  (A),  prise  en  ne 
faisant  varier  que  le  temps  t;  d'où  l'on  tire,  en  intégrant  par  rap- 
port à  t, 


àr  du  dv  cosô 

ds  à&  dm  sin  9 


*  I 
s<  sin  9  (  i  +  a  -37   +-  «  -^  h  at-?     +-  ocu  -. — K  )  -+- 1  a  rs  sin  9\ 


ds  d9  dm 

=  o(s,m,  9)dsd9 dm. 

cpO,  m,  6)  étant  une  fonction  de  s,  m  et  0  sans  t;  or  on  a  à  l'origine  du 
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mouvement,  ou  lorsque  t  =  o,  r  =  o,  u  =  o  et  v  =  o;  donc 

o (.y,  XB,9)=sisinQ; 
partant,  on  a 
.  .  d.s*r        ,  (Ou        ùv  cosO 


6>5  \"9        ^  sin# 


III. 


Imaginons  présentement  la  position  du  point  M  déterminée  par  les 
trois  coordonnées  rectangles  x,  y,  z,  qui  aient  pour  origine  commune 
le  centre  G,  de  manière  que  l'axe  des  ce  soit  l'axe  Ca  de  rotation  de  la 
planète,  que  l'axe  des  y  soit  perpendiculaire  à  Ca  dans  le  plan  du  pre- 
mier méridien,  et  que  l'axe  de  a  soit  perpendiculaire  à  ce  plan;  on 

aura 

x=  (s  H-  ar)cos(9  -+-  au), 

y  —  (s  -+-  xr)  s'm(0  -+-  <xu)cos(m  -+-  nt  -+-  ac), 
z  =  (s  -+-  ixr)  sin(9  -1-  y.u)  sin(r»r  -+-  nt  4-  at>). 

Cela  posé,  concevons  la  molécule  M  sollicitée  par  tant  de  forces 
attractives  F,  F',  F",  ...  que  Ton  voudra,  et  nommons/,/'/',  .. .  les 
distances  des  centres  d'attraction  à  la  molécule  ;  /,  /',  /",  . . .  seront 
fonctions  de  u,  0,  s,  du  temps  /  et  de  constantes;  soit  encore/;  la  pres- 
sion du  fluide  au  point  M,/?  étant  pareillement  fonction  de  ci,  0,  s  et  t; 
si  l'on  désigne  par  la  caractéristique  S  les  différences  des  quantités 
prises  en  regardant  le  temps  /  comme  constant,  on  aura  l'équation  sui- 
vante : 

(B)   o=ïa/4-FM/'+rv'+--+|  +  ^+*/^+»«^- 

Cette  équation  est  un  corollaire  du  principe  suivant  de  l'équilibre,  qui 
peut  être  utile  dans  beaucoup  d'autres  circonstances  : 

Si  un  nombre  quelconque  de  forces  R,  R',  R",  ...  agissent  sur  un 
point  M,  suivant  des  droites  quelconques  dont  y,  y',  y",  . . .  représentent 
les  longueurs  depuis  le  point  M  jusqu'à  leurs  origines,  que  l'on  peut  prendre 
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à  volonté  et  vers  lesquelles  elles  sont  supposées  tendre;  y,  y',  y"  seront 
fonctions  des  quantités  8,  a  et  s,  qui  déterminent  la  position  du  point  M; 
cela  posé,  dans  le  cas  où  ce  point  sollicité  par  ces  forces  est  en  équilibre,  la 
somme  des  produits  de  chaque  force,  par  l'élément  de  la  direction,  est 
nulle,  ce  qui  donne  l'équation  suivante 

o  =  Rdy-+-R'd/-hRffô/-K.., 

les  différences  Sy,  oy\  oy",  . . .  étant  prises  en  faisant  mouvoir  les  droites  y, 
y',  y",  . ...  autour  de  leurs  origines,  et  en  faisant  varier  les  quantités  6,  vs 
et  s,  relatives  à  la  position  du  point  M. 

Si  les  différentielles  db,  dxs  etds  n'ont  aucun  rapport  entre  elles,  l'é- 
quation précédente  étant  vraie,  quelles  que  soient  ces  différences, 
tiendra  lieu  de  trois  équations;  mais,  s'il  existait  entre  0,  w  et  s  une 
équation  quelconque,  si,  par  exemple,  le  point  M  était  forcé  de  se  mou- 
voir sur  une  surface  courbe,  on  pourrait  alors  éliminer  de  l'équation 
de  l'équilibre  une  de  ces  différences,  et  cette  équation  ne  tiendrait 
plus  lieu  que  de  deux  autres;  elle  ne  tiendrait  lieu  que  d'une  seule, 
s'il  existait  deux  équations  entre  les  trois  variables  G,  vj  et  s,  par 
exemple,  si  le  point  M  était  forcé  de  se  mouvoir  le  long  d'une  ligne 
courbe. 

Voici  maintenant  comment,  de  ce  principe,  on  peut  conclure  l'équa- 
tion (B);  pour  cela,  supposons  que  la  molécule  placée  en  M  soit  un 
parallélépipède  infiniment  petit,  dxdydz;  la  pression/?  du  fluide  sur 
ce  parallélépipède,  parallèlement  aux  x,  est  égale  à  la  différence  de 
pression  sur  les  deux  faces  opposées,  égales  chacune  à  dydz;  elle  sera 
donc  —  ~  dxdydz,  p  étant  ici  considéré  comme  fonction  de  x,  de  y 

et  des,  et  le  temps  t  étant  regardé  comme  constant;  en  divisant  cette 

dp 

pression  par  la  masse  &.  dxdydz  du  parallélépipède,  on  aura ^ 

pour  la  force  accélératrice  dont  il  est  sollicité  parallèlement  aux  x,  en 

dp  dp 

vertu  de  la  pression  du  fluide;  on  aura  pareillement  —  -^-,  —  -^ 
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pow  les  forces  accélératrices  dans  le  scn>  des  y  et  des  z;  de  plus,  lo 
vitesses  ~,  -^,  ~*-  du  point  fil,  parallèlement  aux  a?,  aux  y  et  au*  s, 
se  changent  dans  l'instant  suivant  en 

dx        ,  d2x       dy        ,  d*  y       dz         ,  d1  z 


(li 


dt*        di 


dt'        dt 


dt' 


cela  posé,  il  est  visible,  par  les  principes  connus  de  Dynamique,  que 
ce  point  doit  être  en  équilibre  en  vertu  des  forces  F,  F',  F",  . . . , 


dp 

dp 

dp 

dx 

dy 

<)z 

A   ' 

A   ' 

A  ' 

d*x 

d\y 

d** 

dt1  ' 

dï1  ' 

dt*' 

et  comme  les  six  dernières  de  ces  forces  agissent  en  sens  contraire  de 
l'origine  des  x,  des  y  et  des  zt  l'équation  précédente  de  l'équilibre 
donnera 


dt1 


de* 


si  l'on  substitue  maintenant,  au  lieu  de  x,  y,  s%  leurs  valeurs  en  0,  vst 
v,  y.r,  oui,  ae,  on  aura,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a2, 

a  I  cosô  -7-,  —  ssind  -T-;  j  o(5cos&) 


(a) 


efr3 


«"  ». 


dl* 


<5[(s  +  a/-)  sin(â  -+-  xit)]z 

■+  2ocnssin(J  orn    sint/  -e-  h-  .vcos&I-j- 
\         «£  a£ 

(  •    rd%1'  .rf2«\  .,      ... 

-H  a  I  smO-y-^-  -i-scosO  -7-7  )  c(jshi0) 

—  aa/î.çsin^-—  ô(.vsiri£)  -f-  a.v2  sin2  (/ onr  -r-r- 
«/  dl~ 

...      F  £/_  F  «$/'-... _^. 
Les  équations  (1)  et  (2)  appartiennent  à  tous  (es  points  de  l'mte- 

OF.uvresile  L    —  IX.  »3 
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rieur  du  fluide,  mais  l'équation  (2)  prend  une  forme  un  peu  difle- 
rente  à  la  surface  extérieure.  Pour  la  déterminer,  nommons  ^  la 
force  accélératrice  résultante  de  la  pression  du  fluide  sur  le  point  N 
placé  à  la  surface  extérieure;  cette  pression  agit,  comme  l'on  sait, 
dans  la  direction  du  rayon  osculateur;  soit  0  ce  rayon,  et  l'on  aura, 
par  ce  qui  précède, 

maintenant,  si  l'on  suppose  que  les  différentielles  ox,  By,  $z  soient 
celles  de  la  surface  elle-même,  on  aura,  par  la  nature  du  rayon  oscula- 
teur, Sp  =  o;  partant 

J  J  dt1  J    dP  dt2  ' 

l'équation  (2)  aura  donc  lieu  pour  tous  les  points  de  la  surface  exté- 
rieure du  fluide,  pourvu  qu'on  y  suppose  Bp  =  o  et  que  les  différen- 
tielles ôgj,  §0  et  Bs  soient  celles  de  la  surface  elle-même. 

Il  faut  ensuite  assujettir  le  mouvement  des  points  de  la  surface  inté- 
rieure du  fluide  à  ce  que  les  différences  £ct,  £0  et  os  aient  entre  elles 
les  mêmes  rapports  que  les  différentielles  de  l'équation  à  la  surface  du 
sphéroïde  anba;  il  faut  enfin  satisfaire  aux  conditions  primitives  du 
mouvement  du  fluide. 

IV. 

Nous  supposons  ici  que  le  fluide  était  primitivement  en  équilibre 
sur  le  sphéroïde;  soit  donc  1  le  demi-axe  Ga  du  sphéroïde,  et  1  ■+-  q\ 
un  rayon  quelconque  Cn,  X  étant,  pour  plus  de  simplicité,  fonction  de  0 
seul  et  q  étant  extrêmement  petit,  en  sorte  que  le  sphéroïde  soit  un 
solide  de  révolution  très  peu  différent  de  la  sphère.  Supposons  ensuite 
que,  dans  l'état  d'équilibre,  la  profondeur  N/z  du  fluide  soit  /y,  /étant 
pareillement  extrêmement  petit  et  y  étant  fonction  de  0  seul;  le  rayon 
GN  était  conséquemment,  dans  l'état  d'équilibre,  i  +  jà  +  /y;  nous 
nous  permettrons  dans  la  suite  de  négliger  les  quantités  multipliées 
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par  q  ou  par  /,  eu  égard  à  celles  du  même  genre  qui  ont  un  coefficient 
fini;  de  plus,  comme  n-  représente  à  très  peu  près  la  force  centrifuge 
;i  l'équatcur  du  sphéroïde,  nous  supposerons  cette  quantité  Iris  petite, 
ou  sorte  que,  si  l'on  nomme  g  la  pesanteur  à  l'équatcur,  n*  sera  <ln 
même  ordre  que  gq  ou  gl.  Cela  posé,  il  est  clair  que,  pour  les  poinl> 
du  fluide  contigus  au  sphéroïde,  r  est  très  petit  par  rapport  à  m  et  à  v\ 
car,   s  étant  pour  tous  ces  points   égal  à   i  -+-  q  A,  s  se  change   en 

i  +■  q\  h-  cnqu  -^i  lorsque  G  se  change  en  0  -h  au;  donc  alors 

en  sorte  que  r  est  du  même  ordre  que  qu,  et  l'on  peut  conséquemment 

négliger  r  vis-à-vis  de  u.  Voyons  maintenant  si  cette  supposition  est 

permise  pour  tous  les  autres  points  du  fluide,  et  si  en  l'admettant 

nous  pouvons  satisfaire,  non  seulement  aux  équations  précédentes, 

mais  encore  aux  conditions  primitives  du  mouvement  du  fluide;  car,  si 

nous  trouvons  qu'elle  y  satisfait,  non  seulement  elle  sera  permise, 

mais  elle  sera  encore  nécessaire,  ainsi  que  les  résultats  auxquels  elle 

pourra  nous  conduire,  attendu  que  le  fluide,  en  partant  du  même  état 

et  étant  soumis  aux  mêmes  forces  accélératrices,  n'a  pas  deux  manières 

possibles  de  se  mouvoir. 

L'équation  (2)  prend,  en  vertu  de  cette  supposition,  la  forme  sui- 
vante : 

,  ^./d-u  dv    .    r         . 

as-  o0[  ~rr  -an-r  sin0cos9 
dtz  dt 


(3) 


as-  dm  (  sin2#  — ; 1-  2/?  sinôcosô  -*- 

\  dt  dt 

aanj  ds  sin'fl  j à[(s  -+-  <xr)  s\n(0  +■  au)]1 


=  -Fd/-F' «/'-...-$£. 

Toutes  les  forces  accélératrices  dont  le  fluide  est  animé  se  réduisent 
aux  attractions  de  toutes  les  parties  du  fluide  du  sphéroïde  et  des  dif- 
férents astres  que  l'on  suppose  circuler  autour  de  la  planète:  en  sorte 
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que,  dans  la  question  présente,  F  est  fonction  de  /,  F  est  fonction  de 
f,  et  ainsi  de  suite;  le  second  membre  de  l'équation  précédente  est, 
par  conséquent,  une  différentielle  exacte;  le  premier  membre  doit 
donc  l'être  pareillement,  le  temps  t  étant  regardé  comme  constant. 
Partant,  la  quantité 

d2  u  dv    .    .         - 

-— •  —  2  n  —  sin  d  cos  9 
dt2  dt 


+  s-  ÔTsz  (  sin  -0  -t-r  +  2  n  sin  9  cos  0  -r)  —  2  ns  as  sin  -9 
\  dP  dt  ) 


est  elle-même  une  différence  exacte,  ce  qui  produit  les  deux  équations 
suivantes  : 

ôl  -y-j  -—111  sin  9  cos  0  -y-  1       ol  sin-0  -^  -h  2  sinScosw-^-  1 
__  _  _  __       _  ,   ^ 

K'2^-2,w2sin9cos^)      Ksin2^) 

r os =~2ns — ô9 — 

En  intégrant  ces  équations  par  rapport  à  t,  et  observant  que,  à  l'ori- 
gine du  mouvement,  on  a 

dv 
v  =  o        et        ^=0, 


1 

d[  sin20-7 — h  2  nu  sin0  cos0 


du 

"  =  °'          #.;=°' 

on  aura 

*/ du                 .    „         A 

(ft\ 

0  (  —, 2  w>  sin  d  cos  »  ) 

drs  d9 

<)[s2 -r- —  2ns*v  sin9cos9)  .,      .    0.v 

...  V     a£  /  d(esina0) 

(0)  ""S =-awJ        c?9        ' 

et  ces  deux  équations  tiendront  lieu  de  l'équation  (3),  parce  que,  p 
étant  indéterminé,  si  ces  équations  sont  satisfaites,  on  pourra  déter- 
miner p  de  manière  que  l'équation  (3)  soit  pareillement  satisfaite; 
mais,  p  disparaissant,  comme  on  l'a  vu,  de  l'équation  à  la  surface  supé- 
rieure, il  faut,  pour  les  points  de  cette  surface,  non  seulement  que  les 
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équations  (4)  et(5)  soient  satisfaites,  mais  que  l'équation  (3)  le  soit 
encore,  en  y  supposant  &>  =  o;  voyons  ce  que  devient  alors  cette  équa- 
tion. 

Y. 

Soit  G  l'attraction  du  sphéroïde  et  du  fluide  à  l'origine  du  mouve- 
ment sur  un  point  m  de  la  surface,  pour  lequel  l'angle  mCa  était  égal 

à  0  4-  aw,  le  rayon  Cm  égal  à  i  ■+-  q\  -+-  ly  -+-  txqu  -^  -+-  a. lu  '-{- ,  et  la  lon- 
gitude égale  à  r*  -+-  ni  +  ae;  soit  encore  6  la  droite  suivant  laquelle  agit 
cette  attraction;  cette  droite  coïncide  avec  le  rayon  Cm,  aux  quantités 
près  de  l'ordre  q,  en  sorte  que  si  l'on  fait,  pour  abréger,  Cm  =  /,  on 
pourra  supposer 

N  étant  fonction  de  0;  maintenant,  dans  l'équation  (3),  on  a  pour  le 
cas  de  l'équilibre 

du  _  d*  n  __  dv  _  d1  v  _ 

~d~t~  °'     .     ~dt    ~°y  ~di~  °'  ~d~C-  ~0,> 

de  plus,  comme  il  s'agit  d'un  point  placé  à  la  surface,  il  y  faut  sup- 
poser cp  =  o;  si'donc  l'on  observe  que  dans  ce  cas  s  -f-  ar  =  s'  et  que 
la  somme  des  termes  F  B/-+-  ¥'  8f  ■+-...  est  égale  à  l'attraction  du  sphé- 
roïde et  du  fluide  multipliée  par  l'élément  de  sa  direction  et,  par  con- 
séquent, égale  à  G($s'  ■+■  <7&N),  on  aura 

—  d[s'  s\n(0  -{-  xu)]-=G(os'  -h  q  àN). 

Lorsque  le  point  N  arrive  pendant  l'oscillation  sur  le  rayon  Cm,  il  ne 
se  trouve  point  à  la  distance  s'  du  centre  C,  mais  à  la  distance  s  4-  a/  ; 
la  différence  est  s  •+-  car  —  s'  ou  cc(r  —  qu-^  —  /«-r|  );  soit 

en  sorte  que  ccy  exprime  la  hauteur  du  point  N  du  fluide  au-dessus 
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de  la  surface  d'équilibre,  que  nous  regarderons  comme  le  véritable 
niveau  du  fluide;  l'attraction  du  sphéroïde  et  du  fluide  tels  qu'ils 
étaient  à  l'origine  du  mouvement,  sur  le  point  N,  ne  diffère  de  G  que 
d'une  quantité  de  l'ordre  ay.  Soit'G  -+-  ajH  cette  attraction;  elle  n'agit 
plus,  comme  précédemment,  suivant  la  droite  6,  mais  suivant  une  nou- 
velle droite  ê\  dont  la  direction  coïnciderait  avec  celle  du  rayon  Cm, 
si  l'on  avait  /—  o  et  q  =  o,  et  qui  serait  égale  à  6,  si  l'on  avait  ccy  =  o; 
on  peut  donc  supposer 

06'  =  y  +  a  <5v  4-  q  ON  +  prçry  ON'  ; 

l'attraction  du  fluide  et  du  sphéroïde,  tels  qu'ils  étaient  à  l'origine,  sur 
le  point  N,  placé  à  la  distance  s-har  du  centre  C,  cette  attraction, 
dis-je,  multipliée  par  l'élément  de  sa  direction,  est  Conséquemment 
égale  à  (G  -h  v.yR)  (os'  -i-  oc  oy  -h  q  SN-f-  aqySN');  donc,  si  l'on  néglige 
les  quantités  des  ordres  ctyq,  currr,  kn%qu  et  si  l'on  observe  en  même 
temps  que  Bs'  est  de  l'ordre  q$Q,  et  que  G  est,  aux  quantités  près  de 
l'ordre  q,  égal  à  la  pesanteur  g;  on  aura 

(G  +  a/H)  36'—  —  à  [(s  +  *r)  sin(0  +  au)]2—  agoy. 

Après  le  temps  t,  le  fluide  n'a  plus  la  même  figure  qu'à  l'origine  du 
mouvement,  et  l'attraction  de  la  masse  du  fluide  est  visiblement  égale 
à  ce  qu'elle  était  à  l'origine,  plus  à  l'attraction  de  la  différence  de  deux 
sphéroïdes  de  même  densité  que  le  fluide,  dont  l'un  aurait  s'  et  l'autre 
s' -+-  ccy  pour  rayon;  cette  attraction  est,  aux  quantités  près  de  l'ordre 
zyq,  la  même  que  la  différence  des  attractions  d'une  sphère  de  même 
densité  que  le  fluide,  et  dont  le  rayon  est  i,  et  d'un  sphéroïde  de 
pareille  densité,  et  dont  le  rayon  est  i  -+-  uy;  soit  donc  ayA  cette  dif- 
férence d'attractions  et  s  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit;  on  aura 
pour  l'attraction  du  sphéroïde  et  du  fluide,  après  le  temps  /,  multi- 
pliée par  l'élément  de  sa  direction, 

(G  +  a/H)38'-ha/Ade. 
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Considérons  maintenant  nn  litre  quelconque  S,  dont  la  distance  au 
centre  C  soit  h,  et  la  distance  au  point  N  soit/,  f  étant  fonction  de 
s  -h  ar,  0  -f-  a«,  ct  -h  ni  -f-  j%  et  des  quantités  qui  déterminent  la  posi- 

S 
tion  de  l'astre  S;  on  aura  -^  pour  l'action  de  cet  astre  sur  le  point  N; 

en  multipliant  cette  force  par  l'élément  Bf  de  sa  direction,  on  aura 
—  S  £-7.  pour  produit.  Comme  nous  ne  nous  proposons  pas  ici  de  déter- 
miner les  oscillations  absolues  du  fluide  dans  l'espace,  mais  ses  oscil- 
lations sur  le  sphéroïde,  nous  supposerons  le  centre  C  immobile;  il 
faut  conséquemment  transporter  en  sens  contraire  au  point  N  l'action 
de  S  sur  C;  pour  cela,  concevons  que  l'action  à  transporter  soit  celle 
de  S  sur  un  point  R,  éloigné  du  centre  C  de  la  distance  CR  =  a;  cette 

action,  multipliée  par  l'élément  de  sa  direction,  sera  —  S  0-77,  /'  étant 

ce  que  devient  /  lorsqu'on  y  change  i  +  aren  a;  or  l'action  de  S  sur 
R,  transportée  au  point  N,  est  la  même  que  l'action  d'un  second 
astre  S',  égal  en  tout  au  premier,  et  situé,  par  rapport  à  N,  de  la 
même  manière  que  S  l'est  par  rapport  à  R;  en  prenant  donc  C,  tel 
que  C'N  =  CR,  C  pourra  être  considéré  comme  le  centre  des  angles 

différentiels  oÔ  et  Scj,  dans  la  différence  ôjj-;  mais,  si  l'on  transporte 

le  centre  de  ces  angles  au  point  C,  il  est  clair  qu'il  faut  alors  changer, 

1  (n  1       <na  (s  -+-  <xr)  dO      <\  (s  4-  ar)<5cr      .    *  >  dr  <\ 

dans  Ô77)   oO  en  s - — .  oct  en  J —  et  ùa  en  as  -+-  a -7-  w. 

f  a  a  ds 

Soit  (S 77)  ce  que  devient  alors  0-^;  si  l'on  fait  ensuite  dans  celte 
quantité  a  =  o,  on  aura  Sfo^)  pour  l'attraction  de  S  sur  C,  trans- 
portée en  sens  contraire  au  point  N,  et  multipliée  par  l'élément  de  sa 
direction;  l'attraction  de  l'astre  S  produit  donc,  en  vertu  de  la  suppo- 
sition du  centre  C  immobile,  les  deux  termes  h—  S  0 y.  —  SfS^-j.  dans 

le  second  membre  de  l'équation  (3). 

Nous  observons  ici  que,  par  la  même  raison  pour  laquelle  nous  avons 
transporté  en  sens  contraire  au  point  N  l'action  de  S  sur  le  centre  C, 
on  doit  également  transporter  en  sens  contraire  à  ce  même  point  l'at- 
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traction  sur  le  point  C  d'un  sphéroïde  dont  la  densité  est  S  et  le  rayon 
i  -+-  aj,  moins  l'attraction  d'une  sphère  de  même  densité,  et  dont  le 
rayon  est  i,  et  comme  cette  dernière  attraction  est  évidemment  nulle, 
il  suffit  de  transporter  en  sens  contraire  au  point  N  l'action  du  sphé- 
roïde précédent  sur  le  point  G;  mais  il  est  aisé  de  s'assurer  a  priori 
que  cette  action  doit  être  nulle;  car  c'est  un  théorème  connu  et  facile 
à  démontrer,  que  si  un  nombre  indéfini  de  corpuscules  très  voisins  les 
uns  des  autres  sont  attirés  par  un  astre  éloigné,  le  centre  de  gravité  du 
système  de  ces  corpuscules  est  attiré  de  la  même  manière  que  s'ils 
étaient  tous  réunis  à  leur  centre  commun  de  gravité;  on  sait  d'ailleurs 
que  la  position  de  ce  centre  ne  change  point  par  l'action  mutuelle  des 
corpuscules  les  uns  sur  les  autres;  en  rapprochant  ces  deux  théorèmes, 
il  est  aisé  d'en  conclure  que  le  point  G  étant,  à  l'origine  du  mouvement, 
le  centre  de  gravité  du  fluide  et  du  sphéroïde  qu'il  recouvre,  si  on  lui 
transporte  à  chaque  instant  en  sens  contraire  l'action  qu'il  éprouve  de 
la  part  de  l'astre  S  que  nous  supposons  ici  à  une  distance  considérable 
de  la  planète,  ce  point  restera  immobile  et  sera  toujours  le  lieu  du 
centre  de  gravité  du  fluide  et  du  sphéroïde;  d'où  il  résulte  que  l'action 
du  fluide  sur  ce  point  sera  toujours  nulle.  On  pourra  d'ailleurs  s'en 
assurer  a  posteriori,  lorsque  nous  aurons  déterminé  la  valeur  de  y. 
Nous  négligeons  encore  l'attraction  du  fluide  sur  le  sphéroïde  qu'il 
recouvre  et  la  pression  qu'il  exerce  lorsqu'il  est  dérangé  de  son  état 
d'équilibre.  Ces  deux  forces  doivent  produire  de  petits  changements 
dans  la  position  de  l'axe  de  rotation  du  sphéroïde  et  dans  le  mouve- 
ment même  de  rotation,  ce  qui  peut  influer  sur  les  valeurs  de  u,  v  et y; 
mais  ces  changements  sont  de  l'ordre  &yq,  puisqu'ils  seraient  nuls  si 
l'on  avait  y  =  o  ou  si  le  sphéroïde  était  une  sphère;  nous  pouvons  donc 
ici  nous  permettre  de  les  négliger.  Au  reste,  le  calcul  de  ces  altérations 
est  très  intéressant,  puisqu'elles  peuvent  influer  sur  la  nutation  de 
l'axe  de  la  Terre  et  sur  la  précession  des  équinoxes;  nous  le  donnerons 
dans  la  suite  de  ces  recherches. 

Si  l'on  suppose  maintenant  dans  l'équation  (3)  lp  =  o,  et  que  l'on 
considère  qu'à  la  surface  os  est  de  l'ordre  q  06,  et  que  l'on  peut  sup- 
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poser  s  —  i,  on  aura  pour  tous  les  points  de  cette  surface 

\  a      \~dP  ~~  2n  ^7sin9cos9  )  4-aoiarl  si^Q-jj  4-2n-T-sinÔcos9 

Soient  présentement  v  l'angle  SC«,  et  ç  la  longitude  de  l'astre  S;  la  diffé- 
rence des  longitudes  de  l'astre  et  du  point  N  sera  donc  9  —  tr  —  nt  —  ccv ; 
nommons  <|>  cette  différence;  cela  posé,  la  distance  perpendiculaire  de 
l'astre  au  plan  del'équateurest/icosv;  sa  distance  à  l'axe  Ca  est  A  sinv; 
donc  sa  distance  au  méridien  qui  passe  par  le  point  N  est  Asinvsin|, 
et  sa  distance  au  plan  qui,  passant  par  le  centre  C,  est  perpendiculaire 
àl'équateuretau  méridien  du  point  N,  est  Asinvcos^;  on  aura  les  dis- 
tances respectives  du  point  N  à  ces  mêmes  plans,  en  changeant  dans 
les  quantités  précédentes  v  en  0  +  au,  h  en  s  4-  ar,  et  en  y  supposant 
']»  =  o;  on  aura  donc 

/"*—  [/icosv  —  (s  -+-  ar)  cos(0  4-  ««)]'+  h2  sin2v  sin*^ 
4-  [h  sinv  cos<|>  —  (s  4-  ar)  sin(0  4-  au)]1; 

d'où  l'on  tire 

1        1  (         (s-\-ar)r  /c  .         .    ,a  .    .  ,,       (s-i-xr)- 

-=  —l  14 p—  fcosv  cos(0  +  a«  +  sin(0  -\-  au)  sinv  cosa/1 rs- - 

f       h  (  h        L  TJ  lit1 

3(5  4-  ar)2  .  .  ..  ,    .  ,,  ) 

H ■ jt — -  [cosv  cos(Q  4-  au)  4-  sin(9  h-  a«)  sinv  cosy]*4-.  . .    ; 

si  l'on  change,  dans  cette  expression  de  y  s  4-  ar  en  a,  on  aura  -p\  donc, 
si  l'on  suppose  h  très  grand,  que  l'on  fasse 

3S  -*K 

et  que  l'on  observe  qu'à  la  surface  Bs  est  de  l'ordre  qoO,  et  que  *  est  à 
très  peu  près  égal  à  1,  on  aura 

è(d-  —  d—,)z=  <zKo[cos0cosv  4-  sinflsinv  cos(o  — «f  —  kt)]1.. 

OF.uvres  de  /,.  —  IX.  »  » 
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Il  est  aisé  de  voir  que  —  ajA  -r|  est  l'attraction  perpendiculaire  àCN 
dans  le  plan  du  méridien,  d'un  sphéroïde  dont  le  rayon  est  i  -h  ay,  et 
dont  la  densité  est  A,  et  que  —  ^—k  -s-  est  l'attraction  du  même  sphé- 
roïde, perpendiculairement  au  plan  NCa,  ou  dans  le  sens  du  parallèle; 
nommant  donc  aBA  la  première  de  ces  attractions,  et  aCA  la  seconde, 
on  aura 

—  ajA  \^ç.dB  -+-  -r—  dm \  ■=  aBAcW  -+-  aCA^fasinO. 

Les  quantités  B  et  G  ont  entre  elles  un  rapport  remarquable  et  qui  nous 
sera  utile  dans  la  suite;  nommons /la  distance  d'une  molécule  quel- 
conque infiniment  petite  du  sphéroïde  que  nous  venons  de  considérer 
au  point  N;  soit  m  la  masse  de  cette  molécule;  son  attraction  sur  le 
point  N,  perpendiculairement  à  CN  dans  le  plan  du  méridien  NCa,  est 

s -h  ar  \d6 
et  son  attraction  perpendiculairement  au  plan  NCa  est 


(s  4-  ar)  sïnO  \dsT/' 

soit  b  la  première  de  ces  attractions  et  c  la  seconde,  on  aura 

db  à.cs'md 

cette  équation  ayant  lieu,  quelle  que  soit  la  position  de  la  molécule  m, 
il  est  clair  que  la  même  relation  doit  exister  encore  entre  les  deux 
attractions  du  sphéroïde  entier,  en  sorte  que  l'on  a 

<?B  _  d.Csinfl 

d&  ~       àO 

En  faisant  les  substitutions  précédentes  dans  l'équation  (y),  elle  se 
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changera  dans  la  suivante 

C)\~dt}  ~  2ndlsm0  cosô)  +  ÔGI  ( sin'0  7/7?  -t-2«-^sin6cos9  J 


de         °  dm 


S  -Â -àe  —  g  -é:  <5cj  +  B  A  30  4-  C  A  dm  sin  0 


(Y) 


-h  Kôô  j  siri2Ô  [i  sin2v  —  cos2v  -+-  |  sin'v  cos(29  -înt-  2m)] 

-h  2  cos20sinv  cosv  cos(9  —  nt  —  nr)j 
-h  K  &nsinv  cosv  sin2  0  sin(<p  —  nt  —  m) 
■+-  K  <fcrsin2v  sinï0sin(2o  —  2«£  —  2m). 


VI. 

Reprenons  l'équation  (1)  de  l'article  II;  si  l'on  ne  fait  varier*  que  de 
la  profondeur  du  fluide,  cette  profondeur  étant  supposée  fort  petite,  on 
peut,  en  intégrant  cette  équation,  considérer  dans  toute  l'étendue  de 

l'intégrale  les  quantités  s  et  s2  (  ~  -+-  •£■  +«  -r— g-  )  comme  constantes 

et  comme  étant  les  mêmes  qu'à  la  surface  du  fluide,  ce  qui  donne,  en 
intégrant  l'équation  depuis  la  surface  du  sphéroïde  jusqu'à  celle  du 

fluide, 

,  , ,    (du       ai'  cosO\ 

sr+s'y{à9 +  si +"iiïïï.)  -« -c>=o. 

(  r)  étant  ce  que  devient r  à  la  surface  du  sphéroïde;  or  on  a  (r)  =  (/u-^,> 

donc 

du       <fr 
M  +  dm 


-ly 


cosô\  àX 

partant,  y  étant  égal  à  r  —  qu -^  —  lu-^>  on  a 

,es  1    (du       <*r  cos0\       .    dy 

(6)  y=-ly\d6+dm  +  ui\^)--ludQ' 

Rapprochons  maintenant  toutes  les  équations  auxquelles  nous  devons 
satisfaire;  nous  aurons  d'abord  l'équation  (6);  de  plus,  comme  dans 
l'équation  (y'),  les  différentielles  Bm  et  Sô  sont  entièrement  indépen- 
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dantes,  elle  donnera  les  suivantes 

d*u  dv  .   a       a 

■dF-2nTtsm9cos9 

(7)  {     =-^^+BA 

+  K  |  sin20[|sin2v  —  cos2v  +  £  sin2v  cos(29  —  inl  —  2*n)] 
H-  2COS2  0sinvcosv  cos  (9  —  nt  —  vs)\ 

ou,  en  substituant  au  lieu  de  y  sa  valeur, 

d2u  dv 

-j-r  —  2  n  -r-  sin  9  cos  0 
ai*  dt 

.      d-u         ,    dy  du  d"-y       ,        d2v 

(8)  (  COS g 
,    ,    dv  dy                    s'mQ       .    dy  m  cos 5 

R(  sin2  0[±sin2v  —  cos2v  -+-  |  sin2v  cos (2©  —  2/i<-  251)]^ 
(      +  2cos20sinv  cosvcos(9  —  nt  —  et)  j' 


(9) 


«P»'    .    ,fl  du    .     ~         „  dy 

-^  sin20  +  2n  — sin0cos0  =  — £^  +  CAsin 


H-  K  sinv  cosv  sin20  sin(<p  —  /it*  —  nr) 
4-  Ksin2v  sin2 0  sin  (2 9  —  2/î£  —  2t»j)  ; 


ou,  en  substituant  au  lieu  dey  sa  valeur, 

&9     •    «a  du     .     n 

-7-r  sin-  9  +  2  w  — -  sin  9  cos  9 
dt1  dt 

,     4  /      <^2p    ,    ,        <?2m  ,      cos  5  <3a        ,    dy  du 

-f-Ksinvcosvsin2  0sin(9  —  nt  —  m) 
-j-Ksin2v  sin2 0  sin (29  —  int  —  irs). 

Il  faut  ensuite  satisfaire  pour  tous  les  points  du  fluide  aux  deux  équa- 
tions 

a(^7~3m'sin9cosô)       d(sm*9dl  -+-2*Msin0cos0) 
(4)  àm  =  ô~9 ' 
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fit 

K^~W(;Sin0COS0)                  ^sin'fl 
(5)  -^ =  _2„5__ 

il  faut  enfin  satisfaire  à  ces  conditions  :  que  Ton  ait  à  l'origine  du 

mouvement  y  =  o,  -f-  =  o,  w  =  o,  -j-  =  o,  v  =  o  et  -7-  =  <>. 
J  dt  at  dt 


VII. 

Supposons  d'abord  que  la  planète  et  le  fluide  n'ont  aucun  mouve- 
ment de  rotation  et  que,  à  l'origine  du  mouvement,  leurs  figures  ont 
été  sphériques;  il  faut  faire  alors  dans  les  équations  précédentes  n  =  o 
et  y  =  i,  ce  qui  réduit  les  équations  (6),  (8)  et  (io)  aux  suivantes  : 

.     .  ,(du       dv  cosô 

x     '  J  \  dO        ôtjs  suif) 


(12) 


'       cos  0 
d'il       ,    o-u        .      a*v  ,  3111  v 

/  o-  -U  Lrr -l_   /  cr 

dt*        °  dB-  *  6  àxz  de  *  °       d9 

-h  BA  -+-  K  siii20[^  sin2v  —  cos2v  -+- 1  sin2v  cos (20  —  2  ni)] 
+  2Kcos2^sinvcosvcos(o  — -  ci), 

d-v    ...       ,    â2i'        .     O-u         ,    cos#  du 

c  1  il  2  H  /  cr -L-  1er L_   /  cr 

dtx  -  lé    dm,    "i"  l0    du5Ô9      I      «ô    gin9     ^ 

H-  CA  sin#  -h  K  sinv  cosv  sin2#  sin(cp  —  m) 
-+-  K  sin2v  sin2#sin(2<p  —  2m); 

l'équation  (4)  donne,  en  y  faisant  n  =  o  et  en  l'intégrant  par  rap- 
port à  /, 
,   ,  x  du       d.vs'in^d 

(,4)  **  =  — àë-' 

et  l'équation  (5)  donne 

(•S)  -jî-=°- 

Supposons  d'abord  le  fluide  infiniment  rare,  ou  A  —  o,  el  cherchons 
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les  valeurs  de  u  et  de  v  qui  peuvent  satisfaire  à  ces  équations;  en  con- 
sidérant l'équation  (12),  il  est  assez  naturel  de  croire  que  l'expression 
de  u  peut  avoir  la  forme  suivante 

m  —  x  sin  2  0  -h  z  cos  2  0; 

x  et  z  étant  fonctions  de  cj  et  de  /,  sans  0,  voyons  conséquemment  si 
cette  supposition  peut  se  soutenir  et  quelles  sont  les  valeurs  de  u  et 
de  v  qui  en  résultent. 

En  substituant  la  valeur  précédente  de  u  dans  l'équation  (i4). 
on  aura 

d.esins0         .      nâ.v  .  àz 

xt =  sin 2 0 -5 h  cos 20  —  ; 

ad  dm  dvs 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant  par  rapport  à  G, 

•    »a  f  /1  doc        l    ■       n  àz       ¥_ 

v  sin  20  = cos  2  0  -r h  -  sin  2  0  -r h  H, 

2  ans       2  ovs 

H  étant  une  constante  qui  sera  fonction  de  vs  et  de  t,  sans  0;  donc 
SI  11  2  0    dz         cos  2  0  dx  II 


v  = 


2sin20dci       2sin20  dro       sin20 


On  peut  mettre  cette  expression  de  v  sous  une  forme  un  peu  plus 
simple,  en  considérant  que  l'on  a 

Sill20  =z  2  SÛ10COS0,  I  —  COS20=r  2  si  11*0, 

et  que  l'on  peut  supposer 

2  ara 

H'  ne  renfermant  point  6;  on  aura  ainsi 

cos0  dz        dx  H' 


v  = 


sin0  dm       dvs       sin*0 
Substituant  maintenant  ces  valeurs  de  u  et  de  v  dans  l'équation  (12), 
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elle  deviendra 

COS0 

ûdtx  .o"j  d'à      sinô 

SJn2  0-— -  -+-  C0S2  9-7-J  =—  KilgXSWilV  —  C\lgZ  C0S2t)  ■+-  lg 


dt1 


.  COS0  . 

,      dïhT8COS2e         .    cosOdll' 

-t-  Ksin2  9[{sin2v  —  cos'v  -+-  J  sin*vcos(2cp  —  2sr)j 
-t-  2Kcos2  0sinvcosvcos(9  —  m); 


il  est  aisé  de  voir  que  cette  équation  peut  se  simplifier  par  la  supposi 
<to2 


tion  de  ^-j  =  —  z,  et  qu'alors  la  somme  des  deux  termes 


,  cos0  ./cosS  A 

.    d-z      sin(9  .         \sin9  / 

/o- pi  /"S - — 

°  dw*     dQ  °  dd 

se  réduit  au  terme 

—  ilgz  COS2  0; 

l'équation  précédente  devient  ainsi 

\d}x  ) 

sin2  0  j  -ry  -\-6lgx  —  K[£  sin!v  —  cos*v  -+-±sin*v  cos(2<p  —  2 m)] 

Ad*z       .  ...  .  1  cos9  <>H' 

-t-  COS2  0    -5-r  -t-  6  tes  —  2Rsinvcosv  cos(cp  —  gt)    -j-  2 /g  .    ,,  -^—  =0; 
L^2  T  J  °  sin'0  oct 

en  égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  SÙ12O  et  de  cos-2  0,  on 
aura  les  trois  équations  suivantes  : 

d2x 

(16)  0=  —rj  -\-6lgx  —  K[{sin*v  —  cos*v  -+- j  sin'v  cos(2<p  —  2gj)], 

cPz 

(17)  o=-j-Ç  -\-6lgz  —  2K  sinvcosvcos(<p  —  gj), 

(,8)     °=ir 

Voyons   maintenant  si  ces  mêmes   équations   satisfont  à  l'équa- 
tion (i3).  En  y  substituant,  au  lieu  de  u  et  de  v,  leurs  valeurs  cl 
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d*z 
dm" 


supposant  comme  ci-dessus  -r- 5  =  —  s,  elle  devient 


120    -  "s — r~i  -+-  3^r_3 Ksinv  cosvsin(©  —  et) 

L2  dm  dt*  dm  J 

•    ml   à*x  lg     dzx  cos2  0  dx 

+  S,n     ]Jm~dTi~  sïn«ë  SF'*-*^  gin»0  dm 

—  ilg   .    ,,,  x K  sin2vsin(2cp  —  2 et) 

0  sin20  dm  J 


dm'  _    ig  <pw  _ 


en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  sin2  0,  on  aura 


à*  s  dz 

-s  +  6lg -y-  —  2 Ksinv  cosv  sin(<p  —  et)  =  0, 


dnr  d£2  °  dm 

équation  qui  résulte  de  l'équation  (17),  en  la  différentiant  par  rapport 
à  et;  si  l'on  égale  pareillement  à  zéro  le  coefficient  de  sin2G,  on  aura, 
en  observant  que  cos2Ô  =  1  —  2  sin2ô, 

d*x  lg    /d3x        .  dx\       cl    dx  .    ,     . 

Si  l'on  suppose 

d3x  _        .  dx 
5e7~  _45e^' 

l'équation  précédente  donnera 

•z — r-;  +6/^-t Ksin2vsin(2©  —  2  et)  =  0: 

dmdt2  °  dm  T 

or  cette  équation  résulte  de  l'équation  (16),  en  la  différentiant  par 
rapport  à  et;  on  aura  enfin 

_d*W         lg    d2H', 
°~   dt*    +  sin20   dm2  ' 

or,  on  satisfera  à  cette  équation  et  à  l'équation  (18)  en  suppo- 
sant H '  =  o. 
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VIII. 

Reprenons  les  équations 

drx 

(16)  o  =  — — -  -+-  6lgx  —  K[\  sin2v—  cos2v-t-  isin'2v  cos(29  —  acr)], 

(17)  0=  —^  +  6lgz  —  2K  sinvcosvcos(cp  — gj); 

leurs  intégrales  renferment  chacune  deux  constantes  arbitraires,  au 
moyen  desquelles  on  peut  remplir  les  conditions  de 

du  dv  dy 

à  l'origine  du  mouvement;  car  il  est  aisé  de  voir,  par  ce  qui  précède, 
que  ces  conditions  seront  remplies  si  l'on  a,  à  cette  origine, 

dx  dz 

*  =  °'  di=°>  *=°  Gt  d-t=°; 

mais,  comme  nous  ne  sommes  arrivés  aux  équations  (16)  et  (17)  qu'en 

supposant 

ô^z  d3x  ,  dx 

-— =— *  et         -r-;  =  -4t-» 
ots-  tfnr  OTB 

il  faut,  avant  que  de  les  admettre,  s'assurer  si  ces  nouvelles  équations 
sont  compatibles  avec  elles;  pour  cela,  différentions  deux  fois  de  suite 
l'équation  (17)  par  rapport  à  m;  en  faisant 

â*z  _ 

d&  ""     *  ' 

nous  aurons  l'équation  suivante 

d2z' 
o  ==  —rj  -\-6lgz'  —  2K  sinv  cosv  cos(9  —  tn). 

Cette  équation  est  précisément  la  même  que  l'équation  (17);  de 
plus,  les  deux  constantes  arbitraires  de  son  intégrale  sont  encore  les 

OF.uvret  </c  £.  -   IX.  ,J 


ili  RECHERCHES  SUR  PLUSIEURS  POINTS 

mêmes  que  celles  de  l'équation  (17),  car  puisque,  à  l'origine  du  mou- 
vement, on  a 

dz 

on  aura  pareillement  à  cette  origine 

d*z 

et 


—  o  ou 


d3z  dz' 

O  OU  -T7     =0: 


ôw1  dt  dt 


donc,  les  constantes  arbitraires  de  l'équation  en  z'  sont  déterminées 
par  les  mêmes  conditions  que  celles  de  l'équation  en  z;  partant, 


d*z 

Z—Z'  OU  -— ;=—  z. 

dw- 

Pareillement,  si  l'on  différence  l'équation  (16)  une  fois  par  rapport 

à  tz,  et  que  l'on  fasse 

dx        , 
ans 

on  aura 

d2x' 
0  =  —j-j-  +  6lgx'  —  Ksin2vsin(2  9  —  2nr); 

si  l'on  différence  cette  dernière  équation  deux  fois  de  suite  par  rapport 
à  vs,  et  que  Ton  fasse 

on  aura 

d2  x" 
o  ==  — —  -+-  6 Igx"  —  K  sin 2v  sin  ( 2  9  —  2 vs)  ; 

cette  équation  est  la  même  que  l'équation  en  x' ;  de  plus,  les  con- 
stantes arbitraires  sont  les  mêmes,  puisque,  ayant  à  l'origine  du  mou- 
vement 

dx 

x  —  o  et  —r  —  o, 

dt 
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on  a  à  cette  même  origine 


dx 

ÔTS3 

OU 

x'    =  o, 

d%x 

~. T-    —   O 

UTBOt 

ou 

dx' 

d3x 

d&  =zo 

ou 

x"    =o 

et 

• 

dkx 
dm3  dt~° 

ou 

dx" 

—r-  =  0 

dt 

on  a  donc 

x' 

=  x"; 

partant, 

<P 

y 

=       Ux'          i 

mi 

d3x 

.  dx 

dm3  "        "*""  dm'  4  dm 

Il  résulte  de  là  que  les  valeurs  de  u  et  de  v  ont  été  bien  choisies, 
puisqu'elles  satisfont  aux  équations  (12),  (i3)  et  (14)  et  aux  condi- 
tions primitives  du  mouvement;  rassemblant  donc  les  expressions  pré- 
cédentes, nous  aurons 

u  —  x  sin  2  0  -+-  z  cos  2  0, 

_  cos0  dz       dx 
~  sinô  dm       dm' 

l'équation  (11)  donnera 

j==  n3.ssin20—  Sx  cos  2  0  —  x  —  -r— ^  ), 

et  l'on  déterminera  a?  et  s  au  moyen  des  deux  équations 

di  x 

(16)  o  ==  -j—  -+-  Qlgx  —  K[{sin2v  —  cos2v  -+-  ^sin2v  cos(29  —  2gj)], 

d^z 

(17)  o  =  --—  4-  6lgz  —  2Ksinvcosvcos(9  —  m). 

Les  équations  précédentes  servent  à  déterminer  le  mouvement  du 
fluide  à  la  surface;  on  aura  celui  de  tous  les  points  intérieurs,  en  con- 
sidérant que  l'équation  (1 5)  donne,  en  l'intégrant,  a2  u  égal  à  une  fonc- 
tion indépendante  de  s;  donc,  s  étant  toujours  très  peu  différent  de 
l'unité,  l'expression  de  u  sera  la  même  pour  tous  les  points  originaire- 
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ment  situés  sur  le  même  rayon  CN.  Il  est  facile  de  conclure  pareille- 
ment de  l'équation  (i4)  que  la  valeur  de  v  est  la  même  pour  tous  ces 
points;  enfin  l'équation  (i)  donne,  en  l'intégrant  et  en  considérant 
que  la  profondeur  du  fluide  est  toujours  fort  petite, 

(du       dv         cos0\  d\ 

V  du       ans  sine?/       7    dv 

a  étant  la  distance  primitive  du  point  du  fluide  que  l'on  considère  à  la 
surface  du  sphéroïde;  la  détermination  du  mouvement  de  tous  les 
points  du  fluide  se  trouve  ainsi  réduite  à  l'intégration  des  équations 
(16)  et  (17);  or  la  loi  du  mouvement  de  l'astre  étant  supposée  connue, 
on  aura  h,  v  et  9  en  fonctions  du  temps  t;  ainsi  on  pourra  intégrer  ces 
équations  par  les  méthodes  connues. 

IX. 

Nous  avons  supposé  dans  les  articles  précédents,  la  densité  A  du 
fluide  égale  à  zéro,  et  cela  nous  était  nécessaire  pour  connaître  la 
figure  qu'il  peut  prendre;  supposons  maintenant  A  quelconque;  pour 
intégrer  dans  cette  supposition  les  équations  (12)  et  (i3)  de  l'ar- 
ticle VII,  il  est  nécessaire  de  connaître  BA  et  CA;  nous  avons  vu  (art.  Y) 
que  aBA  est  l'attraction  horizontale  dans  le  sens  du  méridien  d'un 
sphéroïde  dont  la  densité  est  A,  et  le  rayon  1  -+-  aj,  et  que  aCA  est  l'at- 
traction horizontale  du  même  sphéroïde  dans  le  sens  du  parallèle  ;  or 
j'ai  fait  voir  ci-dessus  (voir  les  recherches  précédentes  Sur  la  loi  de 
la  pesanteur  à  la  surface  dés  sphéroïdes  homogènes)  (  '  )  que  l'on  a 


et 


aBA  —  — aA  /      /     sinp  ——■  y' dp  dq 

aCA  =  a.Af     f    -°^-y'dpdq, 
J0    J0      smqJ 

où  l'on  doit  observer  :  i°  que  y  est  pareille  fonction  de  ô'  et  de  gt7, 


(*)  Page  78. 
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que  y  l'est  de  0  et  de  xs  ;  2°  que  l'on  a 

cosQ'=  cos0  -+-  2  sin*/>  sin?  sin(0  —  q)  =  cos#  cos*/?  -+■  sin*/>  cos(Ô  —  27) 

et 

...         .        2sinp  cososinv 
sin2  6'  ■ 

3°  enfin  que  les  doubles  intégrales  précédentes  doivent  être  prises 
depuis  p  et  q  égaux  à  zéro  jusqu'à  p  et  7  égaux  à  tu,  et  qu'ainsi  l'on 
peut  rejeter  les  termes  de  la  forme  P  cos/>  dq dp,  P  ne  renfermant  que 
des  puissances  paires  de  cos/>.  Concevons,  cela  posé,  que  l'on  ait, 
comme  précédemment, 

y  =  Il  3zs'm2 9  —  3  .r  cos  2  0  —  x r— ; 

\  ots- 

u  =  x  sin  2  Q  -t-  z  cos  2  9 

et 

cosfl  dz       dx 
sinô  dm       ôtb' 

x  et  s  étant  des  fonctions  de  t  et  de  xs  sans  ô,  telles  que  l'on  ait 

d*z  d3x       ,  dx 

——H- 5=0         et         -r-j+ij-  =0; 

en  intégrant  ces  deux  dernières  équations,  on  aura 

z  =.  a  sin  (9  —  gj)  -h  b  cos  (9  —  gj) 

et 

j?  =  c-h  a' sin  (20  —  251)  -+-  6' cos (2 9  —  ^gt); 

a,  6,  c,  «',  b'  étant  des  fonctions  de  /  sans  gt  ni  G;  en  substituant  ces 
valeurs  de  z  et  de  a?  dans  l'expression  de  y,  on  aura 

j  —  2/0(1  —  3  cos20)  -+-  6/  sin  9  cos 6  [a  sin(<p  —  cr)  H-  6  cos (9  —  gj)] 

-+-6/sinî0[a'sin(2<p  —  2gj)  -+-  b' cos (29  —  2 or)]. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité, 

y  =  t (3  cos* 9  —  1  ) 

+  [asin(9  — 7n)  +  6cos(9  — Gj)]sin9cosô(/+/(»)sins0-+-/(,,sint5-+-...-(-/(^sinîre) 
-h  [a'sin(2  9  — 2cr)-h6'cos(2  9  — 2nr)]sinî9(/)+-/?(,)sinî5-i-/?(,)sin*04-...4-/>(r,sinî,'ô), 
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on  aura 

/=:£(  3  COS2  #'—  I) 

-h|7isin(<p  —  gt')  +  b  cos  (y  —  ts' )]  sinô'cos0'(/ -h  /f»)sin,0'+.  . .  ■+■  fr>  sin2'-0') 
+  [a'sin(2©  —  20')  +  6'cos(a<p—  as')  sin20'(/?  4-/>(1)sin20'+  . .  .-4-/>('->sin2,,0'); 

maintenant  on  a 

sin(  9  —  ny')i=sin(  0—  gt)cos(  gt'—  gt) —  cos(  9  —  Gj)sin(  gt' —  w). 
cos(  9  —  gt')  =  cos(  9  —  gt)cos(  gt'—  Gr)+sin(  9  —  Gr)sin(  gt'—  gt), 
sin(2©  —  2bj')  =  sin(2©  —  2gt)  cos(2gt' —  2 ta)  — cos(2cp  —  2gt)  sin(2Gr' — 2gt), 

C0S(2©  —  2GT')  =  COS(2(p  —  2GT)  C0S(2GT' —  2GT)  +  Sill(29  —  2GT)  sin(2Gî' — 2GT); 

donc 

j'—  s(3  cos-9' —  1) 

-f- J  [a  sin(9  —  gt)  -b  6cos(cp  —  gt)]  cos(gt'—  gt)  -+-  [b  sin(o  — ■  gt)  —  acos(9  —  gt)]  sin(Gr'— gt)  j 
xsin#'cos#'(/  +  /1>sin20'+...4-/<'->sin2',0') 

+  j[a'sin(2o— 2GT)+6'COS(2<p— 2GT)]C0S(2GT'— 2GT)-f-[6'sill(2  9— 2GT)— a'cos(29--2Gj)]sin(2Gî'— 2GT)j 

x  sin23'(/?4-^<1>sin20'+..  .  -f-  pW sin»r0'). 

On  tirera  facilement,  des  valeurs  de  cosô'  et  de  sin(cT'  —  gt), 
„ft8,   „,        _,_  sin0  — 2sin2/>sinycos(?  — y) 

COS  (      GT  —      GT  )  — 1 — y, 3 

...  ,       4  sin0  sinpcos3»  sin<7 -+- 4  sin3»  coso  sinv  sin(ô  —  27) 

Sin(25j'—  2GT)  == - .    , ., - 2-ij 

sin2^' 

,  .  _    [sinôcos2^ -h  sin2/>sin(0  — 2^)]2— 4sin2/?cos2/?sin2<7 

COS  (  2  GT  —  2  GT  )  — ' : — -r-pr. : 

on  aura,  cela  posé,  en  négligeant  les  termes  qu'il  est  permis  de  négliger 
d'après  la  remarque  que  nous  avons  faite  ci-dessus, 

C=T  r^y'dpdq 
=  [6sin(9  — gt)  —  a  cos(9  —  gt)]  /      /     2  sin/?cos2/>  cosÔ'(/ +  /',)sin29'+. .  .4-/<'>sin2r#')  dp  dq 

'      i    4sin/>  cos*  p  sin0(/>  -f-  /J^sin2  0' +  ...+/><'•>  sin2'^')  dp  dq 

0       "0 

+  [ft'sin(2  9  — 2GT)  — a'cos(2  9  — 2gt)]  /      /     4sinVcos2/?sin(0  —  *q)  {p^-p^sin26'-h...-hp^s\n"r6'(dpdq. 
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Or  on  a  généralement 

f  sin(9—2q)s\n*v-9'dq 
—j    sin(9  —  iq)  ji  —  [cos0cos2/>  +  sin2/>cos(0  _  27)]*  ^dq  _  0; 

on  a,  de  plus, 

I      I    sinp  cos2/?  cos2^1 6'  dp  dq 
«/»    «/) 

/     sin/>  cosV[cos9  cos>  4-  sin2/?  COS(0  —  2q)]^+ldp  dq; 

si  l'on  considère  maintenant  que 

f     COS'(9  —  2q)dq=io 

«-  0 

lorsque  1  est  impair,  que 

JC  t/a  \  j  1 . 3 . 5 . .  . I  —  I 

I    cos'(* -?)<%  =     24(.       .     » 

lorsque  1  est  un  nombre  pair,  et  que 

/sinp  cos2'»(t  —  cos*p)sdp=  1  • — : — — : — *',    .  '  '  l2s , 
rv               ^'    F         (aj  +  i)(2i  +  3)(2j  +  5)...(2*  +  a*  +  i)' 

on  trouvera 

'      /    sinp  cos2 p  cos2!1-1-1 6'  dp  dq 

0       "0 

1.2.3  (4f*-+-3)...(4jA  —  7)  | 
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On  aura  pareillement 


/      /    s'mp  cos^pcos^B'  dpdq 

"0       "0 


COS*P0  +  -   77    ^^w/     0       ,COS^-20 

i  (4f*  +  3)(4fi  +  i) 

4^5]      +M       ^(^-i)(^-2)(^-3)  ^ 

1.2  (4fx-4-3)(4^  +  i)(4f*  — i)(4f*  — 3) 


Si  l'on  substitue  présentement,  au  lieu  de  sin2G',  1—  cos2ô',dans  la  va- 
leur précédente  de  C,  et  que,  après  avoir  intégré,  on  restitue  1  —  sin20 
au  lieu  de  cos2ô,  on  trouvera  pour  CA  une  expression  de  cette  forme 

CA  =  [6sin(<p—  ©)  —  acos(9—  w)]  cos0(X  +  AWsin20  +  X(2>sin4e +  ...-<- ^sin2''5) 

-1-  [bf  sin(29  —  2gt)  —  a'cos(2<p  —  2gt)]  sin0(/C  -+■  /t^sin2^  +  /(<2>sin4fl  4- . .  .H-  /Cf> sin2'-0), 

X,  X(,),  ...,  1,  i(,),  ...  étant  des  coefficients  constants  que  l'on  déter- 
minera facilement  par  ce  qui  précède,  et  l'on  aura 

4/ •  +  o  4'*  +  5 

ayant  ainsi  G  A,  on  aura  sur-le-champ  BA,  par  la  remarque  de  l'article  V, 

car  l'équation 

SB       d.Csinfl 


que  nous  avons  trouvée  dans  cet  article,  donne 

BA  =  A/     — -r  —  cfo-f-HA, 

H  étant  une  fonction  de  6  sans  gt;  or  B  étant,  comme  on  l'a  vu,  égal  à 
I    s'mp-r—ï-y  dpdq,  il  est  clair  que  l'on  aura 

I    s  sin»  — — ~(3cos2(9' — i)dpdq; 

d'où  l'on  tire 

H  =  —  ^7resin2  0. 
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Dans  la  question  présente,  nous  avons 

t=—  île,        r  =  o,        f=6l        et        /?z=6/; 
partant, 

CA  =  [6sin(<p  —  gt)  —  acos(<p  —  gt)]  \*-7t  A£cos0 

-4-  [fe'sin(2ç  —  2gt)  —  a'cos(29—  2gt)]  \a7r  A/sinO 
OU 

C4-V*W(co.9*+.in9^)! 

donc 

ccCA:=^7raA/psin0; 

on  aura  pareillement 

BA  =  \*7r  A/csin20+  /     — -rf — dm; 

d'où  l'on  tirera  facilement 

aBA=^a7rA/a; 

les  équations  (12)  et  (i3)  deviendront  ainsi 

u  cos  0 
(Pu       ,    à"-u       ,      d*v         ,         sinô"  . 

d/*        °  dô*        &  à&dô       6       dB  5 

-t-  K  j  sin2Ô[isin2v  —  cos2v  -h|sin2vcos(29  —  2gt)]  -+-  2cos  2  0sinv  cosv  008(9  —  bj)|, 

+  ^t:  A/rsin20-i-  Ksinvcosv  sin2  0sin(o  —  et)  -+-  K6in2v  sin2ôsin(2  9  —  aro); 

en  intégrant  ces  équations  par  la  méthode  de  l'article  VII,  on  parvien- 
dra aux  deux  suivantes  : 

(19)  0  =  -~  -h(6lg  —  */7r  A/)ar—  K[| sin2v  —  cos*v  -+-  |siih*vcos(aç  —  2gt)], 


d2s 

(20)  o  =  —  -+-(6le  —  ^7r A/) 5—  2Ksinvcosvcos(<p  —  gt), 


équations  qui  ne  diffèrent  des  équations  (16)  et  (17)  qu'en  ce  que  gse 

OEuvresdeL.—  IX.  «6 
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change  en  g—  |tcA;  d'où  l'on  voitqu'à  cette  différence  près,  lorsque  le 
fluide  a  une  densité  quelconque,  son  mouvement  se  détermine  précisé- 
ment de  la  même  manière  que  lorsqu'il  est  infiniment  rare. 


Pour  donner  une  application  des  formules  précédentes,  supposons 
que  l'astre  reste  toujours  à  la  même  distance  du  centre  C  de  la  planète 
et  sur  le  même  parallèle,  mais  qu'il  tourne  autour  de  la  planète  avec 
un  mouvement  angulaire  égal  à mt;  K  et  v  seront  alors  constants,  et  si, 
pour  plus  de  simplicité,  on  prend  pour  premier  méridien  celui  où 
l'astre  se  trouvait  à  l'origine  du  mouvement,  ou  lorsque  t  =  o,  on  aura 
tp  =  mt;  soit  de  plus 

on  aura,  en  intégrant  les  équations  (19)  et  (20), 

tt   •      .      T  K-  /1    •   o  o   x  Ksin2v 

#  =  Hsinat  -\-  Lcosat-\ — -  (±sin2v  —  cos2v)  h r — 5 — zcosi  2  mt  —  aw), 

<ar    •*  '       2a2 —  8m2 

,,   .  -.  2Ksinvcosv 

z  =Msina£-h  Ncosûtf-f- - : — cos(mt  —  gj); 

a2  —  m/-  v 

H,  L,  M  et  N  étant  des  constantes  arbitraires  qu'il  faut  déterminer  par 
la  supposition  de 

dx  dz 

X  =  °>  dï=°>         Z  =  °         et         #*** 

lorsque  t  =  o,  ce  qui  donne  les  quatre  équations  suivantes 

r      ,    K/i    .  Ksin2v 

0=    L     H :  (iSin2V  —  COS2v)  -h  • ; 5 ,  COS2GJ, 

a"    *  '       2  a2  —  8  m2 

tj       mKsin2v    . 

o  —  flH  +  - ; rSin2  5J, 


a2— 4m2 


0=  N  4- 


2K  sinv  cosv 


a1 —  m 


j COSC5, 


H-.u,    2/nKsinvcosv    . 
o  _  a  m  h — sincr; 


a* —m2 
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on  aura  ainsi 

x~  7Â (ism*v  —  cos'v)  (i  —  cosat) 


a' 

Ksin2v 
^  2fl!-8m 

aKsinvcosv 


,    cos(2tnt  —  2gj)  —  cos2nrcosaf sinacjsina^ 

cos(mt  —  gj)  —  coscjcosaf sincrsina*    , 


ce  qui  donne 


u=  —ks'm2Q(\s'm*v  —  cos'v)  (i  —  cosaO 


Ksin2v       .        f    .                                                         2/n   .  .       "1 

._  » — 2  sin2&    cos(2/n£  —  2gj)  —  cos2cicosa£ sin25j  sina* 

cos(mt  —  gj)  —  coscrcosaJ sincrsinaf 


aKsinvcosv  rtf  m 

C0S2 


a1 —  rrv 

cosô  2Ksinvcosvr  .    .  .         .  m  1 

v  =  -r— 2  r z —    s\n(mt  —  tb)  -+-  suirs  cosat coscrsina* 

siny       a2 — /n2  v  '  a 

Ksin2v    f  2  m  .1 

-t — i t — 5  \sm( 2 mt  —  2ct)  -h  sin2njcosaf cos2Grsina£ 

a-— 4/n-  L  « 

6/Ksinvcosv  .  r  ,  m   .         .        1 

y  = i 5 — sin2&    cos(ra£  —  gj)  —  cosnrcosatf sinnrsinaf 

a2  —  m2  v  '  a 

3£Ksin2v      ,Ar  2/n   .  .       1 

H — ^ > — 5-sm20    cos(2/n£  —  irs)  —  cos2crcosa£ sin2Gj  sinal. 

a2— 4/n2  v  '  a 

j-  ({sin2v  —  cos2v)  (i  h-  3cos2Ô)  (i  —  cosaO; 

telles  seraient  les  valeurs  de  u,  v  et  y,  si  la  planète  n'avait  aucun  mou- 
vement de  rotation. 

Si  l'on  suppose  l'astre  attirant  au-dessus  du  pôle  ou  à  l'origine  de 
l'angle  0,  on  aura  le  cas  que  M.  d'Alembert  a  traité  dans  ses  excellentes 
Recherches  sur  la  cause  des  vents;  dans  ce  cas,  v  =  o;  partant  on  a 

u=z  -z  sin  2  6  ( cos  at  —  i ) . 


a 

v  —  o, 

y  =  — r(i-h  3  cos20)  (i  —  cosat). 
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XL 

Le  cas  que  nous  venons  de  considérer  serait  à  peu  près  celui  du 
Soleil  et  de  la  Lune  par  rapport  à  la  Terre,  si  cette  planète  n'avait 
pas  de  mouvement  de  rotation  sur  son  axe;  on  aurait  donc  alors,  par 
l'article  précédent,  les  lois  des  oscillations  des  eaux  de  la  mer,  en  la 
supposant  partout  de  la  même  ^profondeur  ;  mais  on  doit  observer  que 
les  termes  qui,  dans  ces  expressions,  sont  indépendants  de  la  position 
actuelle  de  l'astre  attirant,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  son  aspect 
par  rapport  aux  différents  points  du  fluide,  doivent  s'anéantir  à  la 
longue  en  vertu  du  frottement  et  de  la  ténacité  des  parties  fluides;  ces 
termes  sont  évidemment  ceux  qui  sont  multipliés  par  s'mat  et  par 
cosat;  en  les  négligeant,  on  aura 

u  =  —  (i  sin2v  —  cos2v)  sin2# 
a2    2 

Ksin2v      :      .        .  .       2Ksinvcosv  . 

H 5 g ;  S1I12  V  COS  (2  mt  —  2GT)  H - C0S2  9  cos  (  mt  —  gt), 

2a2 — om-  a2 — m2  v  ' 

cosô  2Ksinvcosv   .    ,  .         Ksin2v     .    , 

v  =  -t—q  5 5 — sm(mt  —  tz)  h — 5 ; — 9sm(  2  mt  —  210), 

sinfl       à1— m2  K  a2—[\m2K  ' 

/K 

y=  —  (cos2v  — |sin2v)  (1  +  3  cos 26) 

,    6/Ksinvcosv  s       3/Ksin2v   .   ,„        , 

-\ ; = — sin2  0cos(m£  —  gj)  -\ - , — -  sm20cos(2mt  —  2gt). 

or — m2  '        a2 — l^m2 

On  peut  parvenir  à  ces  mêmes  expressions  en  supposant  que  les  molé- 
cules fluides  éprouvent  une  légère  résistance  proportionnelle  à  la 
vitesse;  sur  cela,  nous  observerons  que  cette  supposition,  qui  semble 
limitée,  a  cependant  toute  la  généralité  possible;  car,  toutes  les  hypo- 
thèses de  résistance  que  l'on  peut  physiquement  admettre  devant  ra- 
mener à  la  longue  le  fluide  à  un  même  état  de  mouvement,  il  est  indif- 
férent, pour  déterminer  cet  état,  d'employer  telle  ou  telle  hypothèse  de 
résistance;  les  résultats  seront  toujours  les  mêmes  après  un  long  inter- 
valle de  temps,  et  ils  ne  différeront  entre  eux  que  près  de  l'origine  du 
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mouvement,  lorsque  le  fluide  n'est  pas  encore  parvenu  à  son  étal  de 
permanence. 

La  supposition  d'une  légère  résistance,  proportionnelle  à  la  vitesse, 

introduit  dans  le  second  membre  de  l'équation  (12)  le  terme  —  p  -77 > 

et  dans  le  second  membre  de  l'équation  (i3)  le  terme  -pi-  sin-  0, 

p  étant  une  très  petite  quantité  constante,  dépendante  de  l'intensité 
de  la  résistance;  or,  en  suivant  le  calcul  des  articles  VII,  VIII  et  IX,  il 
est  aisé  de  voir  qu'il  ne  résulte  de  changement,  par  l'introduction  de 
ces  nouveaux  termes,  qu'en  ce  que  les  équations  (19)  et  (20)  prennent 
la  forme  suivante 

d"  oc  doc 

0=  —r-£  -t-  p-y-  H-  aïx  —  K[|sin2v  —  cos2v  -+-  |sin2v  cos(2mt  —  2gt)], 

d%z  dz  .  ... 

0=  -j-j  +p-j-  +  a*z  —  2K  sinv  cosv  cos  (mt  —  cr), 

a2  étant,  comme  précédemment,  égal  à  6tg  —  ^tz  Al.  Si  l'on  intègre 
ces  deux  équations,  et  qu'ensuite  on  néglige  dans  les  intégrales  les 
quantités  périodiques  multipliées  par  p,  à  cause  de  la  petitesse  de 
cette  quantité,  on  aura 

as  =  e'^t(Ksint^ai—  {p2-t- L  cos*  V«2  —  ±p2) 

K/i    •   1  *   n  Ksin2v 

H — r(|sin-v  —  cos2v)  h r — 5 — zcosfzmt  —  2nr), 

a2  2  a2  —  8  m}        v  ' 

z  =  e  »?t (M  sin  t  \Ja-  —  {-p2  +  N  cos t  \fa*  —  £  p2  ) 
2 K  sinv  cosv 


az —  m" 


cos  (mt  —  gj), 


e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  et  H,  L, 
M  et  N  étant  des  constantes  arbitraires  qui  dépendent  des  valeurs  de 

oc,  -£i  z  et  —  à  l'origine  du  mouvement;  or,  quelles  que  soient  ces  va- 
leurs, il  est  clair  qu'après  un  temps  considérable  e'*9'  devient  extrr- 
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mement  petit;  on  pourra  donc,  après  ce  temps,  supposer 

K  , ,    .  ,  ,   ,         Rsin2v 

x=  —  (isin2v  —  cos2v)-+-  — - — 5 — -  cos(2mt  —  2gj), 

2Ksinvcosv        . 

s  = 5 - — cos(m/  —  gt); 

a2 — m- 

d'où  l'on  tire  les  valeurs  précédentes  de  u,  v  et  y. 

Si  l'on  supposait  le  globe  recouvert  d'un  nombre  n  de  fluides  de 
densités  différentes,  et  tels  que  la  somme  de  leurs  profondeurs  fût  très 
petite  relativement  au  rayon  du  globe,  on  parviendrait  facilement,  en 
ayant  égard  aux  attractions  et  aux  pressions  de  ces  différents  fluides,  à 
des  équations  différentielles  dont  on  déterminerait  les  intégrales  par  la 
méthode  que  nous  venons  d'exposer  dans  les  articles  précédents;  les 
valeurs  de  u,  v  et  y  auraient  pour  chaque  fluide  une  forme  analogue  à 
celle  que  nous  avons  trouvée,  et  il  n'y  aurait  de  différence  qu'en  ce 
que  les  quantités  x  et  s,  relatives  à  chaque  fluide,  seraient  détermi- 
nées par  un  nombre  in  d'équations  différentielles  du  second  ordre, 
dans  lesquelles  ces  variables  seraient  mêlées  les  unes  avec  les  autres, 
les  x  étant  mêlées  avec  les  x  et  les  z  avec  les  z;  mais  toutes  ces  équa- 
tions sont  facilement  intégrables  par  les  méthodes  connues.  Je  sup- 
prime ici  tous  les  calculs  que  j'ai  faits  sur  cette  matière,  parce  qu'ils 
n'ont  plus,  d'après  ce  qui  précède,  d'autre  difficulté  que  leur  lon- 
gueur; cette  discussion  étant  d'ailleurs  purement  mathématique,  je 
préfère  exposer  avec  étendue  une  nouvelle  méthode  qui,  par  sa  sim- 
plicité, peut  mériter  l'attention  des  géomètres,  et  qui  me  servira  dans 
la  suite  pour  déterminer  les  oscillations  du  fluide,  lorsque  la  planète  a 
un  mouvement  de  rotation,  ce  qui  est  le  cas  de  la  nature. 

XII. 

Concevons  un  astre  immobile  au-dessus  d'une  planète  pareillement 
immobile,  et  considérons  comme  le  pôle  de  cette  planète  le  point  au- 
dessus  duquel  l'astre  répond;  si  l'on  fait  abstraction  du  frottement  et 
de  la  ténacité  du  fluide,  il  résulte  des  formules  que  nous  avons  don- 
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nées  pour  ce  cas  à  la  fin  de  l'article  X,  que  ce  fluide  ferait  éternelle- 
ment des  oscillations  et  que  chacun  de  ses  points  reviendrait  à  sa  posi- 
tion primitive,  toutes  les  fois  que,  par  l'accroissement  successif  de 
l'angle  at,  cosat  redeviendrait  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  lorsqu'on 
aurait  at  égal  à  un  multiple  de  la  circonférence;  partant,  la  durée  <!<■ 

chaque  oscillation  serait  égale  à  — ;  mais  il  est  aisé  de  voir  que  le  frot- 
tement et  la  ténacité  des  parties  fluides  doivent  altérer  sans  cesse  ces 
oscillations,  en  sorte  qu'elles  cesseront  après  un  temps  considérable, 
et  le  fluide  finira  par  être  en  équilibre  sous  l'astre  qui  l'attire.  Con- 
sidérons-le dans  cet  état  d'équilibre  et  voyons  la  figure  qu'il  doit 
prendre. 

On  aura,  dans  ce  cas,  -r^-  =  o;  de  plus,  l'astre  étant  supposé  au  pôle, 

on  a  v  =  o;  et  comme  le  fluide,  par  l'action  de  cet  astre,  n'a  éprouvé 
aucun  déplacement  en  longitude,  onac  =  o;  les  équations  (  1 1)  et  (  1 2) 
de  l'article  VII  donneront  ainsi,  en  supposant  la  densité  A  du  fluide 
égale  à  zéro, 

/     à.usind  dy      „    .       . 


d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 


y  =  c  h COS2  0; 


pour  déterminer  la  constante  arbitraire  c,  on  observera  que,  la  quantité 
du  fluide  restant  toujours  la  même,  on  a 


f     y  s'inOdQdxB^o; 


de  là  on  tirera 


partant, 


K 

c  —  — -; 


/=*-(!  + 3COS2&); 


6* 
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l'équation 

/     â.u  sin  9 

y  —  ~  iïnfl       de 
donne  ensuite,  en  l'intégrant, 

u  sin#  =  —  ^y-  C|  cosô  —  \  cos3#)  -+-  A; 

pour  déterminer  la  constante  A,  on  observera  que  l'astre  étant  supposé 
au  pôle,  on  doit  avoir  u  =  o  pour  tous  les  points  du  fluide  situés  au 
pôle;  partant, 

A  =  o        et        u  —  — — -  sin  2  0. 

Supposons  maintenant  le  fluide  d'une  densité  quelconque,  et  conce- 
vons que  dans  cette  supposition  u  soit  égal  à  esin2G,  on  aura,  par  l'ar- 
ticle IX, 

RA  =  ^7rA/esin2  0; 

l'équation  (12)  donnera  donc 

o  =  -^-(K-^7rA/e)sin2e; 

soit 

K'=K  —  ^Avife, 

et  l'on  aura,  comme  précédemment, 

K/  K' 

y  =  k—  (i-t-  3cos2  0)        et        uz=—  —-  sinzQ; 
6g-  6 /g- 

partant, 

K'  ^ttA/c— K 

—  cTT—e  ou  ÏTi —  e> 

d'où  l'on  tire 

K 

a2  étant  égal  à  6lg  —  "i:  A/;  donc 

«  = ;Sin2  0        et        y  =  —  (1  -f-  3cos2 
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XIII. 

Considérons  présentement  le  cas  dans  lequel  l'astre  se  meut  unifor- 
mément sur  le  même  parallèle,  en  conservant  toujours  la  même  dis- 
tance au  centre  G  de  la  planète,  et  voyons  quel  doit  être  alors  l'effet  du 
frottement  et  de  la  ténacité  du  fluide.  Par  la  même  raison  pour  laquelle 
nous  venons  de  voir  que  les  oscillations  du  fluide  doivent  s'anéantir  à 
la  longue,  lorsque  l'astre  est  immobile  au-dessus  du  pôle,  quels  qu'aient 
été  d'ailleurs  la  figure  et  le  mouvement  primitifs  du  fluide,  il  est  visible 
que  Ions  les  termes  qui,  dans  les  expressions  de  w,  e  et  y,  dépendent 
de  la  position  primitive  de  l'astre  au-dessus  de  la  planète,  doivent  dis- 
paraître après  un  temps  considérable,  en  sorte  qu'il  sera  impossible  de 
reconnaître  par  l'observation,  et  la  position  de  l'astre  attirant,  à  l'ori- 
gine du  mouvement,  et  l'instant  auquel  on  doit  fixer  cette  origine,  (les 
expressions  seraient  donc  encore  les  mêmes,  si  l'astre  avait  eu  une 
position  différente  à  l'origine  du  mouvement,  ou  si  cette  origine  était 
plus  reculée,  ou  même  encore  si  à  cette  époque  le  mouvement  et  la 
figure  du  fluide  eussent  été  entièrement  différents.  De  là,  il  est  aisé  de 
conclure  que  u,  v  ety  ne  seront  plus  fonctions  que  de  0,  des  sinus  et 
des  cosinus  de  l'angle  mt  —  m;  car,  si  elles  renfermaient  encore  m,  il 
est  clair  que  les  expressions  de  ces  quantités  seraient  différentes  pour 
les  différents  points  du  fluide  situés  sous  le  même  parallèle;  or  cette 
différence  ne  peut  évidemment  résulter  que  de  la  différence  de  la  posi- 
tion primitive  de  l'astre;  pareillement,  si  elles  renfermaient  encore  le 
temps  t  écoulé  depuis  l'origine  du  mouvement,  l'angle  0  et  les  sinus  et 
cosinus  de  l'angle  mt  —  m  et  de  ses  multiples  restant  les  mêmes,  les 
valeurs  de  u,  v  et  y  seraient  différentes,  suivant  que  /  serait  un  peu 
plus  ou  un  peu  moins  grand,  c'est-à-dire  suivant  que  l'on  avancerait  ou 
que  l'on  reculerait  l'époque  de  l'origine  du  mouvement.  Il  suit  de  là 
que,  si  l'on  suppose  comme  ci-dessus  ©  =  mt,  on  aura 


du                  du        dr  u 

—r-  —  —  m  -■»—  »      rrï" 
dt                dm        dt* 

dv  _ 

dt 

dv 

-  m  --> 
dm 

cPv           ,  d*  v 
"dP  -m"dm~*> 

OEuvrcs  de  L.  —  IX. 

•7 
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les  équations  (i  i),  (12)  et  (i3)  donneront  conséquemment 


(T) 


J  du       dv  cos(? 

.d*u  dy      n  . 

-h  K  sin2.9[|  sin2v  —  cos2v  -+-  \  sin2v  cos(2/w£  —  2  et)] 
+  2K  cos  2  0  sinvcosv  cos(m*  —  m), 

dm 
-+-  K  sinv  cosv  sin20  sin(m£  —  m) 
+  K  sin2v  sin20  sin  (imt  —  2gt). 


m2^— ,  sirr 

dm2 


En  différentiant  la  première  de  ces  équations  deux  fois  de  suite  par 
rapport  à  a  et  en  la  multipliant  par  m-  sin2ô,  on  aura 


(*) 


9à 2y   .   ,fi  ,    .   .   ,fld3P        .    ,   .    ad3.usmd 

m-  -r^i  sin2  6  =  —  /m2  sin2  9  -53;  —  //n2  sin  0  — ,    ,  ,,,    : 
dm-  dm3  dm2  dB   ' 


si  l'on  multiplie  la  seconde  par  sin  9  et  qu'on  la  différentie  une  fois  par 
rapport  à  G,  on  aura 


„d3.u  s'md  d-y   .    „         âv        ,       .  d.Rsintf 

-  =  -  8  -Âis  s ]  n  °  ~  8  ^â  co  s  6  +  A  ' 


dm*  dB 


dd* 


d.O 


dd 


„  c?.sin0sin2  0 .. '"'.  ,  ,         .    .   „ 

-h  K  — — —xç, \\  sin2  v  —  cos2  v  -f-  \  sin2  v  cos  (  2  mt  —  2  m  )] 

T.  <).sin0cos2  0   . 
-4-  2K T7 sinv  cosv  cos(m£  —  m); 

enfin,  si  l'on  différentie  la  troisième  une  fois  par  rapport  à  cr,  on  aura 


%d*v    .   ,,  d'-y       ,    .    adC 


dm2  dm 

—  K  sinv  cosv  sin  2  0  cos  (mt  —  m) 

—  2K  sin2v  sin20cos(2m£ —  2m); 


en  substituant  les  valeurs  de  (  j^/Vg    et  de  ~,  que  donnent  ces  deux 
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dernières  équations,  dans  l'équation  (<r),  on  aura 

l[Ç£Amisin>9-lg)^lgÇgsm*9+lgsin9cos9d-ï 

Kl  .    aà.\isinO       .,  .    .dC 

—  Msm9 ^ Msuie^r- 

O'J  dm 

(A)      i  a     •    û    •      a 

lv    .    „d.sin#sm2# ..    .   . 

—  IKsmO -^ (>  sin2v  —  cos2v) 

-+-  12/Ksinvcosv  sin3  9  cos9  cos(mt  —  vs) 
-f-  3/Ksin2v  sin40cos(2/rc£  —  2gj). 

Supposons  d'abord  A  =  o,  et  l'on  aura  pour  déterminer  y  une  équa- 
tion aux  différences  partielles  du  second  ordre,  dont  l'intégrale  com- 
plète, si  elle  est  possible,  se  déterminera  facilement  par  la  méthodi- 
que j'ai  donnée  pour  cet  objet  dans  les  Mémoires  de  V Académie  pour 
l'année  1773  (');  mais  il  n'est  pas  nécessaire  ici,  comme  nous  le  ver- 
rons bientôt,  de  connaître  cette  intégrale  complète,  il  suffît  d'avoir 
une  intégrale  particulière.  Pour  cela,  soit 

y  =  e  H-  1  cos(mt  —  nr)  -t-  êcos (2 mt  —  2gt), 

e,  X  et  6  étant  fonctions  de  ô  seul  et  de  constantes;  en  substituant  cette 
valeur  de  y  dans  l'équation  précédente,  on  aura,  pour  déterminer  ces 
fonctions,  les  trois  équations  suivantes  : 

°=*  dB K(isin2v-cos2v) -^ , 

—  à(/n2sin2ô  —  lg)=zlg-^  sm-B-h  /^•sinôcos9-^  +  i2/Ksinvcosvsin30cos9, 

—  ^(misini9—lg)=lg^sini9-hlgs\n9cos9^-+-  3/Ksin2vsin*0. 

Pour  satisfaire  à  ces  équations,  on  fera 

e  =a-+-  bcosio, 
1  =  csin2  0, 
ê  =  esin29; 

(*)  Page  5  du  présent  volume. 
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a,  b,  c  et  e  étant  des  coefficients  constants,  et  l'on  trouvera  facilement 

b  =  —  (cos2v  —  ^  sin2v), 
ig v  Â  ' 

6/Ksinv  cosv 

6/^-  —  m2 

3/K  sin2v 


6  Ig  —  4  m*  ' 


partant,  on  aura 

K 

j  =  a  h (  cos2  v  —  \  sin2  v  )  cos  1 9 

2  g 

6/K  sin  v  cosv  . 

H 77-. ; — sin20cos(m£  —  gt) 

olg  —  m1  v  ' 

3/Ksinv2     .   ,fl 

-+-  s-; 7 — r  sin2y  cos  2  m/  —  2ro  ; 

blg  —  ^m1  v  " 

pour  déterminer  la  constante  a,  on  observera  que  l'on  doit  avoir, 
comme  on  l'a  vu  dans  l'article  précédent, 


d'où  l'on  tire 


/      ysinQdQ  cfcy  =  o; 


a  =  —  (cos2v  —  a  sin2v). 


XIV. 

La  valeur  précédente  de  y  satisfait  à  la  vérité  à  l'équation  (A),  mais 
elle  n'est  pas  la  seule,  car,  si  l'on  nomme  Y  cette  valeur  et  que  l'on 
fasse  y  =y'-\-  Y,  on  aura,  pour  déterminer  y,  l'équation 

~^(m>sm*0-lg)  =  lg^sin*Q+lg<^sm6cose. 

Soity  =  R  l'intégrale  complète  de  cette  équation,  R  devant  être,  par 
ce  qui  précède,  fonction  de  G,  de  sin (mt  —  a)  et  de  cos(m*  —  ©),  on 
aura  y  =  R  -+-  Y  pour  l'expression  complète  de  r  dans  le  cas  de  A  =  o; 
d'où  l'on  voit  que  les  oscillations  du  fluide  peuvent  être  variées  à  l'in- 
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fini,  et  qu'il  peut  en  avoir  une  infinité  dépendantes  des  angles  0  et 

mt  —  nr,  en  ne  supposant  aucun  astre  attirant;  mais  il  sera  facile  par 
cette  considération  même  de  les  distinguer,  car  les  valeurs  de  //,  v 
et  y,  que  Ton  aurait  dans  ce  cas,  satisferaient  aux  équations  différen- 
tielles (T)  de  l'article  précédent,  en  supposant  K  =  o  et  A  =  o  dans 
ces  équations;  il  est  visible  de  plus  que  tous  les  termes  des  expres- 
sions de  u,  v  et  y,  qui  dans  ces  mêmes  suppositions  satisfont  à  ces 
équations,  subsisteraient  encore  quand  il  n'y  aurait  aucun  astre;  mais, 
dans  ce  cas,  le  frottement  et  la  ténacité  du  fluide  anéantiraient  à  la 
longue  les  oscillations  qui  en  résultent,  et,  comme  ces  oscillations 
sont  visiblement  produites  par  les  termes  qui  renferment  le  temps  i, 
on  doit  rejeter  de  l'expression  complète  de  y  tous  les  ternies  qui,  ren- 
fermant le  temps  /,  satisfont  aux  équations  (T)  en  supposant  K  =  o 
etA  =  odans  ces  équations,  et  admettre  tous  ceux  qui,  renfermant 
pareillement  le  temps  /,  ne  peuvent  y  satisfaire.  Cela  posé,  il  est  clair 
que  tous  les  termes  de  la  quantité  R  qui  dépendent  du  temps  doivent 
être  rejetés,  puisqu'ils  auraient  encore  lieu  dans  le  cas  où  la  masse  de 
l'astre  attirant  serait  nulle  ;  la  quantité  R  se  réduit  ainsi  à  une  fonction 
de  0  seul,  que  nous  nommerons  H,  en  sorte  que  l'on  aura  j  =  H  +  V. 
Voyons  présentement  quels  sont  les  termes  qu'il  faut  encore  rejeter  de 
cette  expression  de  y;  pour  cela,  supposons  dans  les  équations  (T), 

K  =  o,        A  =  o, 
y  =  H  -f-  Y  =c  H  -+-  e  -t-  lcos(mt  —  m)  -f-  ê  cos(-t  mt  —  ici), 

£,  À  et  6  étant  des  fonctions  de  0  que  nous  avons  déterminées  dans  l'ar- 
ticle précédent;  la  seconde  des  équations  (r)  donnera,  en  l'intégrant 
deux  fois  de  suite  par  rapport  à  ct, 

H'  et  H"  étant  deux  constantes  aibitraires  qui  peuvent  être  fonctions 
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quelconques  de  Ô;  la  troisième  des  équations  (T)  donnera,  en  l'inté- 
grant une  fois  par  rapport  à  ci, 

m2-T- sin20  —  —  g-(H-t-e)  -+-  G  —  glcos(mt  —  xs)  —  gScos(2mt  —  173), 
oxn 

G  étant  une  constante  arbitraire  qui  peut  être  fonction  quelconque  de 
0  ;  si  l'on  substitue,  au  lieu  de  y,  «et  y-»  ces  valeurs  dans  l'équation 

./du       dv         cosô 

et  que  l'on  compare  séparément  les  coefficients  de  (ml  —  gt)2,  (ml  —  us), 
cos(ml  —  us)  et  cos(2,mt  —  2us),  on  verra  facilement  que  les  valeurs 
trouvées  dans  l'article  précédent,  pour  X  et  6,  ne  peuvent  satisfaire 
aux  équations  de  condition  qui  en  résultent;  d'où  il  suit  que  les  deux 
termes  ~k  cos(mt  —  us)  et  ê cos(2.mt  —  2us)  sont  uniquement  dus  à  l'ac- 
tion de  l'astre  et  qu'ils  doivent  conséquemment  être  admis.  Partant,  si 
dans  l'expression 

H  4-  £  -+-  lcos(mt  —  m)  H-  ê  cos(2 mt  —  2us) 

de  y  il  y  a  quelques  termes  à  rejeter,  ils  ne  peuvent  se  rencontrer  que 
parmi  ceux  de  la  quantité  H  ■+-  s;  pour  déterminer  ces  termes,  suppo- 
sons A  =  o  et  K  quelconque  dans  la  seconde  des  deux  équations  (Y); 
si  au  lieu  de  y  on  y  substitue  R  -h  z  -\-\  cos  (ml  —  us)  -+-  G  cos  (2. ml  — 2  us) 
et  que  l'on  observe  que  la  quantité  u  ne  devant  renfermer  que  des 
quantités  périodiques,  afin  que  ccu  reste  toujours  de  l'ordre  a,  comme 
nous  le  supposons  ici,  -rrj  ne  doit  renfermer  aucun  terme  qui  soit 
fonction  de  G  seul,  on  aura 

—  g~$Q  —  g^  +Ksin2  0(|sin2v  —  cos2v)  =0; 

mais,  par  la  nature  de  t,  on  a 

de 
°  —  ~g~ÂQ  -1-Ksin2  0(isin2v  —  cos2v); 
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partant,  -^  =  o,  ce  qui  réduit  H  à  une  constante  que  l'on  détermi- 
nera au  moyen  de  l'équation 

!      ysinOâdcirn  —  o, 

"0 

d'où  l'on  tirera  facilement  H  =  o;  il  suit  de  là  que  l'on  doit  conserver 
tous  les  termes  de  Y,  et  que  cette  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (A),  lorsqu'on  y  suppose  A  =  o,  est  la  plus  générale  qu'on  puisse 
admettre  dans  la  question  présente. 

Considérons  maintenant  le  fluide  comme  ayant  une  densité  quel- 
conque A,  si  l'on  suppose 

y  =  a(i  +  3  cos2  0)  -+-  c  sin2  9  cos (mt  —  vs)  -+-  esin2#cos(2m£  —  2 ci), 

on  aura,  par  l'article  IX, 

BA  =  —  25A7r  Art  sin2(?  -+-  f  71  Accos2  0cos(/n£  —  gj) 

H-  f  7T  Ae  siii2  0cos(2/n£  —  2 or), 

CA  =  §tt  Accos#sin(/n£  —  gj)  -h  §  tc  Ae  sinS  sin(2/n*  —  2bt); 
en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (A)  de  l'article  XIII,  on  aura 

li-Z(m2sin20  —  Ig) 

=  /# -tt£ sin *d  -+-  lg  s'mOcosô-^ 

-+-  [x7r  A/a  —  /K(*  sin-v  —  cossv)J  suit? ^ 

+  (^7r  A/c  ■+■  12/Ksinvcosv)  sin3$cos0cos(/n£  —  gt) 
-f-  (3/Ksin2v  -+-  ?^tt A/e)  sin40cos(2/n*  —  2gt); 

en  substituant  dans  cette  équation,  au  lieu  de  y  sa  valeur,  on  trouvera 

_  K(cos2v  —  \  sin2v) 

6/Ksinvcosv 
C  ~6/#  —  V*A/  —  m*' 

_  3/Ksin'v 

C  —  6/#- YttAf-4/n*' 


136  RECHERCHES  SUR  PLUSIEURS  POINTS 

ayant  ainsi  y,  on  aura  la  vitesse  de  chaque  molécule  du  fluide,  en 

observant  que  cette  vitesse  dans  le  sens  du  méridien  est  a  —  ou 

—  cum-^,  et  que,  dans  le  sens  du  parallèle,  cette  vitesse  est  a ^sinO 
ou  —  am^— sinO.  Si  l'on  intègre  présentement  la  seconde  et  la  troi- 
sième des  équations  (Y),  en  remarquant  que  u  et  v  ne  devant  ren- 
fermer que  des  quantités  périodiques,  -r-  et  ~  ne  doivent  renfermer 
aucun  terme  qui  soit  fonction  de  G  seul,  on  aura 

du  2/nKsinvcosv  .     . 

mKsin'v  .       .    .     , 

sin  2ti  sin  (2mt  —  2gt), 


6lg—  ^ttA/—  4w2 


dv   .    ,  amKsinv  cosv  „ 

-7-sin0=:      3-j — — — cos0    cos(    mt  —    tb) 

dt  olg  —  zfr.M — m*  ' 

2/nKsin!y  .    .  :'"'•; 

H- 77-7 n — n -, — r,  sin  y    cos(2m/  —  aw). 

blg  —  ^-tt  Al — [\m-  v  y 

Si  l'on  suppose  maintenant  que  l'astre,  au  lieu  de  se  mouvoir  unifor- 
mément sur  le  même  parallèle  et  à  la  même  distance  du  centre  de  la 
planète,  change  lentement  de  parallèle  et  de  distance,  et  que  sa  vitesse 
soit  un  peu  variable  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  suppose  que  h, 
v  et  m,  au  lieu  d'être  constants,  sont  très  peu  variables,  de  manière  que 
leurs  différences  divisées  par  l'élément  du  temps  soient,  par  exemple, 
de  l'ordre/,  il  suffira  de  substituer,  au  lieu  de  ces  quantités,  leurs  véri- 
tables valeurs  variables;  l'expression  de  y  sera  ainsi  exacte  aux  quan- 
tités de  l'ordre  /2,  et  celles  de  -r-  et  de  -srsinQ  le  seront  aux  quantités 

près  de  l'ordre  /;  on  peut  donc  les  employer  sans  craindre  aucune 
erreur  sensible;  au  reste,  si  l'on  voulait  avoir  les  petites  corrections 
qui  résultent  de  la  variabilité  des  quantités  h,  v  et  m,  on  pourrait  faire 
usage  de  la  méthode  que  nous  exposerons  (art.  XXI). 

Si  l'on  compare  les  résultats  auxquels  nous  venons  de  parvenir  avec 
ceux  que  nous  avons  trouvés  (art.  XI),  on  verra  qu'ils  sont  parfaite- 
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ment  d'accord  entre  eux;  les  deux  méthodes  qui  nous  y  ont  conduit 
sont  conséquemment  exactes  et  pourraient,  si  cela  était  nécessaire,  se 
servir  de  confirmation  l'une  à  l'autre;  la  première,  il  est  vrai,  a  sur  la 
seconde  l'avantage  de  s'étendre  au  cas  où  l'astre  a  un  mouvement  quel- 
conque dans  l'espace,  mais  celle-ci  a,  de  son  côté,  l'avantage  de  donner 
directement  le  véritable  mouvement  que  le  fluide  doit  prendre  à  la 
longue,  quels  qu'aient  été  d'ailleurs  sa  figure  et  son  mouvement  pri- 
mitifs, et,  comme  elle  est  beaucoup  plus  simple  que  la  première,  nous 
allons  l'appliquer  au  cas  de  la  nature,  dans  lequel  la  planète  a  un  mou- 
vement de  rotation  sur  son  axe. 


XV. 

Reprenons  les  équations  (6),  (7)  et  (9)  de  l'article  VI  et  supposons, 
comme  précédemment,  <p  =  mt;  si  l'on  fait  n  —  m  =  i,  on  prouvera 
par  les  mêmes  raisonnements  de  l'article  XIII  que,  après  un  temps 
considérable,  u,  v  et  y  ne  seront  plus  fonctions  que  de  l'angle  0,  et  des 
sinus  et  cosinus  de  l'angle  it  4-  m,  et  qu'ainsi  l'on  aura 

du        .  du            d2  u        ..  d2  u 
—  » —  .s 

dt  dm  dt2  ~~      dm2  ' 

dv .  dv  d2v .,  &v 

dt  ~~      dm  dt*  "       dm2  ' 

on  aura  donc 

,    (du        dv  COS0\        ,    ày 

^2  -r^-r  —  2  ni  -v-  sin  9  cos  9 
dm2  dm 

=  —  g  -£  -h  B  A  -h  K  j  sin  2  9  [ £  sin  !v  —  cos  2v  -+-  £  sin  *v  cos  (2  it  -+-  2  m)  J 

-+-  2  cos20  sinv  cosv  eos(*7  -+-  m)[  , 

.,  d%v    .    ,fl  .du    .    n        a 

f2-r— rSin'Q  +  2m^r-sin0cose? 
dm2  dm 

—  —  g-£-  -+-CA  sin  9  —  K.  sinv  cosv  sin  2  0  sin  (it  -+-  m) 
—  Ksin,vsin,ôsin(2iV  -h  2 ci); 

OKuvres  de  h.  —  IX.  l8 
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si  l'on  intègre  par  rapport  à  cr  la  dernière  de  ces  équations,  on  aura 

dv  _      awMcosfl  gy  A/Cdfaysine 

dm  ~         isinB  ?2n%  i'2sin29 

aR   .  cos0        ,'._.          .         K     .    ,  ,    .  v  '  " « 

H — ^-smv  cosv  — — 7rCOs(i^  -+-  tït)  h :-sin2v  cos(  2  it  -+-  acr)  4-  H, 

f2  sin&  2i2 

H  étant  une  fonction  de  0  ajoutée  en  intégrant;  soit 


t  v' 


et  l'on 

aura 

dp 

2  nu  cos 

9 

ÔTS 

«  sin# 
a  S   . 

i*  sin*0 

cos  (9  ,        K    .    ,  .    .  ,      „ 

sinv  cosv  -ï — «  cos(?£  -h  bt)  h =  sin2v  cos(2i£  +  2*0)  +  H; 

i-  sin0  2i2  v  ' 

or,  si  l'on  nomme  a  et  «(,)  les  parties  des  expressions  de  y'  et  de  m,  qui 
sont  indépendantes  de  l'angle  il  -h  u,  et  que  l'on  considère  que  v  ne 
devant  renfermer  que  des  quantités  périodiques  {voir  ci-après  l'ar- 
ticle XXI),  -r-  ne  peut  renfermer  de  termes  qui  soient  fonctions  de  0 

seul,  on  aura 

ina{l)  cos  9  ga 


II 


j'sinô  i2sin20' 

partant, 

/  dv        2/ïcos0.    ...         .        g(a—v') 

(/)     ' 

i  2  K  cos  9   .  .       Ksin2v        .    .  . 

f  H — ^— = — ;rSinv  cosv  cos(it  H-  sr)  h ^—  cos(2it  •+-  257); 

ï2sin9  2i2 

si  l'on  observe  présentement  que  l'équation 

âB  _  d.Csine 
tfo  ~~       Ô9 

trouvée  (art.  V)  donne,  en  l'intégrant, 

'd.Csinô 


B 

on  aura 


J  —d9—dm> 


*  09  ^aa—       è   dQ, 
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substituant  donc,  au  lieu  de  ~  et  de  g-^y  leurs  valeurs  dtns  la  pre- 
mière et  dans  la  seconde  des  équations  (j),  on  aura  les  deux  suivantes 

.    du       lycosO...  ,.n       .    ôy       Igy(y'-a) 

Y=—  /Vit  4-  -f-r-â-[(a«  —  i)u  —  2/ja<1)]  —  lu  -^  4-   °  'v  .    .* 

aK/ycosô   .  .  .  /Kysin'v        ,    . 

=-*; — ^—  Sinv  COSV  COSU/  4-  Gï) *— ^ COS(2l/  4-  2GJ), 

*2sin#  2**  v  ' 

1  f'î^H-4«2(«-«(,))cosî0 

dy'       2/ï#cos0.  I% 

(">  < 

2  K. 

H ^-sinv  cosv[(2«  4-  21)  cosiQ  —  i]  cos(it  ■+•  cr) 

4-  Ksin2  0(£sin2v  —  cos2v)  -H  Ksin2v  sin2  0     ~"T    cos(a  i'/  4-  2cr); 

pour  satisfaire  à  ces  équations,  faisons  d'abord  §  =  o,  en  sorte  que  l'on 
aity  =  y,  et  supposons 

y  =  a     4-  b     cos(i7  4-  cr)  4-  c     cos(2*7  -h  2cr), 
«  =  a'1)  4-  6(l)  cos(t7  4-  bt)  4-  c(1>  cos(2t7  4-  2 or), 

a,  6,  c,  a(,),  &(,),  c(,)  étant  des  fonctions  de  0  seul,  qu'il  s'agit  de 
déterminer;  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (21)  et 
(22),  et  comparant  séparément  les  coefficients  de  cos (1/4-0)  et  de 
cos(2ï/4-  217),  on  aura  les  six  équations  suivantes  : 


a  sin  9  =  —  l  — - — T7 j 

j  *  dQ 


g-TK  —  Ksin20(isin2v  —  cos*v), 


,  ,    db^        an— f.    ....  cosfl       „ ...  dy         Igby  2/Rycos0    . 

b  —  —  ly  — tt-  -\ : — lyb^  ^— ^  —  lb^  -±  -+-     °.  ' '.  sinvcosv, 

1    d6  1        '         sinô  dd       t2sin*0  t^sinfl 

.llw#    ,        ,„       ...  db       2ngbcos9       2K    .  _,  ..        ,a       .. 

b^H  4  «2  cos2  9  —  i%)=z—  g  -T7T ?  .    „ 1 r-  sinvcosv  ïizn  4-  at)  cos*0  —  /], 

x  '  °  dô  isinô  1  LV  ' 

,    de*1»       2/i  —  i,     ,,,cos0       ,  ...  dy         Igcy         IKy  sin2v 
'    à9  1        '        sint?  o9       ^sin'fl  2e2 

4c<1)(/i2cos,0  —  i*)=— #375 ?  .    fl 1 —  Ksin2vsin2  0; 

v  '  °  d9  1  sin0  2/ 
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toute  la  difficulté  de  la  détermination  des  oscillations  du  fluide  se  trouve 
ainsi  réduite  à  satisfaire  à  ces  équations. 

La  quantité  y  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  loi  de  la  profondeur 
du  fluide  étant  indéterminée  dans  ces  équations,  la  supposition  la  plus 
naturelle  que  l'on  puisse  faire  sur  cette  profondeur  consiste  à  regarder 
le  sphéroïde  et  le  fluide  comme  ayant  eu  primitivement  une  figure 
elliptique;  dans  ce  cas,  on  a 

y  =  i  -+-  j  sin2#, 

q  étant  un  coefficient  constant;  nous  adopterons  conséquemment  cette 
valeur  de  y  dans  la  suite  de  ces  recherches;  cela  posé,  si  l'on  intègre 
la  seconde  des  équations  (L),  on  aura 

a  =  —  cos  2  9  ( cos2  v  —  a  sin2  v  )  +  F, 
<xg 

F  étant  une  constante  que  nous  déterminerons  dans  la  suite;  en  sub- 
stituant cette  valeur  dans  la  première  de  ces  équations,  on  aura  en 
l'intégrant, 

ya(1>  sin0  —  —  y  CadB  sin#; 


partant, 


J  adOsinQ 


i+  |sin2^  /sin 6 

K(cos2v  —  {  sin2v)  (3  cos 9  —  cos3  0)  —  i  a^FcosA  +  F' 
I2g7sin0  (  i-t-  isin20) 

F'  étant  une  nouvelle  constante  ajoutée  en  intégrant.  Pour  satisfaire 
maintenant  à  la  troisième  et  à  la  quatrième  des  équations  (L),  suppo- 
sons 

b    =  sin0cos0(/4-/(1>sin20  +  /Wsint£4-...4-/(''>sin2''#), 

b^  =  e-h  eW  sin20  +  «ç»J  sinv0  -t- ...-+-  e(,-)  sin2'- 9, 

/»/0,»/(2)»  •  •  •  »  e>  e{l)>  e(2)»  •  •  •  étant  des  coefficients  constants.  En  sub- 
stituant ces  valeurs  de  b  et  de  b{i),  dans  la  troisième  des  équations  (L), 
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on  aura  d'abord,  en  comparant  les  coefficients  de -7— *>  l'équation  sui- 
vante 

/     5  s  2/1  —  1  gj  2  K     . 

(2J)  ■. —  e-\-2£ —  sinvcosv  =  o; 

en  divisant  ensuite  tous  les  autres  termes  de  l'équation  par  sinOcosO, 
on  aura  une  équation  de  cette  forme 

/  +  /<<>  sin'0  +/w  sin'0  4-. . .  4-/(,-)  sinir6 
=  A  4-  A<»>  sin20  4-  A<2>  sin*0  4- . . .  4-  A<r>sinlr0, 

A,  A(,\  A(2),  . . . ,  A<r>  étant  des  fonctions  de/,/(,\  . . . ,  e,  é»,  . . .  très 
faciles  à  déterminer,  et  l'on  aura 

A(,-)_  </s^ i2r_{ . Ue('); 


en  comparant  séparément  les  coefficients  des  différentes  puissances  de 
sinO,  on  aura  les  r  -h  1  équations  suivantes 

et  cette  dernière  équation  donne,  en  y  substituant  au  lieu  de  AM  sa 
valeur, 

(24)  (qg  —  ii)fw  =  q(2rii+3iî—2ni)e(rh 

Si  l'on  substitue  pareillement  les  valeurs  précédentes  de  b  et  de  b{i), 

dans  la  quatrième  des  équations  (L),  on  aura  une  équation  de  cette 

forme 

(4#**—  *2)e  4-  [(4«2—  i*2)<?(,)  — 4"2e]  sin'0 

4-  [(4«2—  **)e<2)  —  4/t2e(1,l  sin40  4-. . . 

4-  [(4n2—  *2)e<''>  —  4n2e('-1']sin2',9  —  4nie<'*'  sin2'^26 

=  'B  -+-  B<1>  sin2ô  4-  B<2>  sinv0  4- ...  4-  B<'-+1>  sin2r+2 0, 

'B,  B((),  B(a),  ...  étant  des  coefficients  faciles  à  déterminer,  et  l'on 

trouvera 

2n-hi  a/i4-«  -.  . 

'B  = s — g/4 : —  2KSIIIVCOSV 
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et 


B().+i)_^)/2r+2+ ™\. 


Si  l'on  compare  maintenant  les  coefficients  des  puissances  de  sinO,  on 

aura 

(4nî-i2)e  =  1B 

OU 

/  /      9  -,  s  2fl  +  I  2/l+J  . 

(4«  —  i*)e  = : —  g/H : — 2K  sinveosv; 

partant, 

2  /i  —  I  gf         2  K     . 

-. —  e  +  ^f -sinveosv  =  o, 

équation  qui  est  la  même  que  l'équation  (23).  On  aura  ensuite 

(4„2_i-2)e(2)_/|„2e(l)=B(î)> 

• > 

—  4n2e('^  =  B(',+1) 
ou 

—  [^n^e^  —  gf^  li r  -+-  2  +  ^J- 

Si  l'on  compare  cette  équation  avec  l'équation  (24),  on  en  tirera 

2/i2 

q  — 


on  déterminera  ensuite  les  2r+2  quantités/, /(,), /(2>,  ...,/(r),  e, 
e(°,  e(2),  . . . ,  e{r)  au  moyen  des  équations  (23)  et  (24),  et  des  ir  équa- 
tions 

(4„2_t-2)e(i;_4re2e      —  R(D, 
(4«2—  ï2)e^-4/i2e(1)  =  B(^, 


(4/i2— i2)e('')  — 4«2e(',-1)=B('^. 
Pour  satisfaire  ensuite  à  la  cinquième  et  à  la  sixième  des  équations  (L), 
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supposons 

c    =  sinî0(/9-i-/><1>sin,0-t-/><,>sin'0-+-. .  .-h/?<r>sin,r0), 

c<»)=  sin0cos0(ê  -+-  ê'1'  sin'0  +  6<*>  sin*0  -+-. . .-+-  6»r-,>  sin,r-*&), 

p,  p^^pW,  . ..,  ê,  6(0,  ê(2),  ...  étant  des  coefficients  constants  qu'il 
s'agit  de  déterminer.  Si  l'on  substitue  ces  valeurs  de  c  et  de  c'i}  dans 
la  cinquième  des  équations  (L),  et  que  l'on  ordonne  cette  équation 
par  rapport  aux  puissances  de  sinO,  on  aura  d'abord,  en  comparant  les 
termes  qui  ne  renferment  point  sinô, 

.    c.                                            in  —  ii         gp       Ksin!v 
(25  o= : 6+2£ • 

l  l1  111 

et  si  l'on  divise  tous  les  autres  termes  de  l'équation  par  siirO,  on  aura 
une  équation  de  cette  forme 

p  -f-/>(,)  s\n2d-hpW  sin40-t-. .  .-+-/>»'''  sin-'O 
—  D  +  pw  sin20  +  D<«>  sin*0+ . . .  +  D^  sin,rô, 

D,  D(,),D(2)  étant  des  fonctions  dep,  p(i}, ...  et  de  6,  £(,},  . . .  très  faciles 
à  déterminer,  et  l'on  trouvera 

D(r)=:  gg(r-l)  a"  -2ft+3t'+  ^^  . 
f  J2 

En  comparant  les  coefficients  des  différentes  puissances  de  sinO,  on  a 

'     p  =  T),       pW=DW,        /><«  =  D(",         ...,       J&M  —  DW, 
ou,  en  substituant  au  lieu  de  D(r)  sa  valeur, 

(26)  /^')=7g(-i _ !"£-; 

si  l'on  substitue  pareillement  au  lieu  de  c  et  de  c(,)  leurs  valeurs  dans 
la  sixième  des  équations  (L),  en  la  divisant  par  sinôcosO  et  l'ordon- 
nant ensuite  par  rapport  aux  différentes  puissances  dé  sinô,  on  aura 
une  équation  de  cette  forme 

(4«2—  4«*)6  -+-  K4**-t4«?)?(H  _  4'*'s]  sin!3-+-. .  .—  /4/^ê" '-«  sinar 
=  E  -+-  E^  sin'Q  7^  Ç«  sin*0  -t-. . .  -+-  EW  sin"  ô, 
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E,  E(0,  E(2),  ...  étant  des  fonctions  de  p,  faciles  à  déterminer,  et  l'on 


trouvera 


E=  1±^(Ksin2v-2£7>), 

-VI,.)  ,,.,2n'+2i  +  2« 

Si  l'on  compare  maintenant  les  coefficients  des  différentes  puissances 
desinô,  on  aura  d'abord 

(4/i«_4f«)6=:^-±i(Ksin8v  —  2gp), 

d'où  l'on  tire 

2/i  —  ai-       gp       Ksin2v 


l  V  2V 


0, 


équation  qui  est  la  même  que  l'équation  (25);  on  aura  ensuite 

(4«2— 4i2)g(«)_4„2g  _E(u, 


—  4n»6<r-1J  =  EfJ, 
ou,  en  substituant  au  lieu  de  E(r)  sa  valeur, 


i&tr    11  „/'  +  '+« 

2n*b('-l>  =  gp{'> : 


Si  l'on  combine  cette  équation  avec  l'équation  (26),  on  en  tirera 

2n% 
q  = 


2  /-2  -+-  5  /•  -+-  3  -+- 


ÏÏ 


on  déterminera  ensuite  les  2r+  1  coefficients  j»,  p{,\  p{2),  ... ,  p[r),  6, 
6(l),  ...,  ê(r-°,  au  moyen  des  équations  (25)  et  (26)  et  des  ir  —  1 
équations 

p  =  D,        pi»=  D^,         ...,        pC'-^^DC--1', 

(4«2—  4*"2)S(1)—  4"2§  =  E<1>, 
(4«2— 4i'2)ê<2>— 4/î2ê^  =  E<î>, 


(4/ia=  4«*)6c— ») —  4/i16c-ï>  =  E<r-1>, 
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La  valeur  de  q,  que  nous  venons  de  trouver,  étant  la  même  que  celle 
que  nous  avons  trouvée  ci-dessus,  lorsqu'il  s'agissait  de  satisfaire  à  la 

troisième  et  à  la  quatrième  des  équations  (L),  il  en  résulte  que  les  va-. 
leurs  précédentes  de  b,  b(i),  c  et  c{,)  ont  été  bien  choisies;  si  l'on 
reprend  maintenant  la  valeur  précédente  de  y,  et  que  l'on  considère 
que  l'on  a 

I      I      y  s'mQ  d6  dm  =  o, 

«/o      «  0 

on  trouvera  facilement  que  la  constante  arbitraire  F  de  l'expression 
de  a  est  égale  à  ^(cos-v  —  ^sin2v);  partant,  on  a 

K- 

y—  £—  (cos2v  —  j  sin2v)(i  -+-  3  COS20) 

-+-sin0cos0cos(#-i-Bj)  (/+/n  sin22  -+-. .  .+/'">  sin2r0) 
-h  sin20  cos(2^  -+-  2gt)  (/?   +/>(l)  sin29  -+-. .  .4-/»(r'  sin2r0); 

on  aura  ensuite  la  vitesse  horizontale  a  -j-  du  fluide  dans  le  sens  du 

at 

méridien,  en  considérant  que 

^  —  id-^  =—isin(it-hm)  (e  -+-  e<»  sin20  -+-  e<2>  sin40  -h. . .+  e"'»  sin»r0) 
dt  dm 

—  2«'sin(2^4-2CJsin9cos9(ê-h  6(t>  sin20 +  . .  .-h  Gf-1)  sin2'"-2); 

enfin  l'équation  (/)  donnera  la  vitesse  du  fluide  dans  le  sens  du  paral- 
lèle, en  observant  que  cette  vitesse  est  égale  à  a -^-sinQ  =  ai-psinO. 

Si  l'on  applique  maintenant  à  la  valeur  précédente  de  y  la  méthode 
de  l'article  XIV,  on  s'assurera  facilement  qu'elle  doit  être  admise  en 
entier,  ainsi  que  les  valeurs  correspondantes  que  nous  avons  trouvées 

pour  -7-  et  -^-»  et  que  ces  valeurs  sont  les  seules  que  l'on  doive  admettre 

dans  la  question  présente;  comme  ce  calcul  ne  présente  aucune  diffi- 
culté d'après  ce  que  nous  avons  dit  article  XIV,  nous  ne  nous  y  arrête- 
rons pas. 
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XVI. 

Considérons  le  cas  dans  lequel  le  fluide  a  une  densité  quelconque  A, 
et  supposons  qu'alors  l'expression  de  y  ait  la  forme  suivante 

y  =  e(3  cos2 9  —  i)  +  sin 9 cos9  cos(«*  +  w)  (/  +  /(1) sin20  -+- /<2>sin*0 -+- . . .  -h/'->sin2r0) 
-h  s'm2 9 cos (2 it-ï-  2ro)(/?+/>(1)sin2Ô-h/)(2)sin4^H-. .  .-t-/»<r>siB,p0), 

£,/,/(,),  . . .,/?,  p{i),p{2\  . . .  étant  des  coefficients  constants  qu'il  s'agit 
de  déterminer;  il  est  facile  de  s'assurer  que  cette  valeur  dey  satisfait 
à  l'équation 

JpK    „iiz 
I      /      j  sin#oft?ûfe  ==  o; 
o     Jo 

voyons  ensuite  si  elle  peut  satisfaire  aux  équations  (21)  et  (22)  de 
l'article  précédent;  on  a,  par  cet  article, 

A    r 
y'=y—-j  Cdvsm9; 

de  plus,  on  a,  par  l'article  IX, 

CA  =  — sin(   it+    m)  cos9(l  -4-  X^sin^-h. . .+  V'^sm'-'-Q) 
—  sin(2^-t-2BT)  sin0(/C-+-/l<1>sin,0  +  . .  .-h^'">smir9); 

1,  >/•>,  iw,  ...,X,  1('\  i<2\  ...  étant  des  fonctions  de  /,/«>,  /<2>,  ..., 
p>p{i),pm,  . . .  que  l'on  déterminera  par  le  même  article;  on  aura  donc 

/'C  A  dm  sin  0  =  G  -+-  sin  0  cos 0  cos  (1*  •+-  ra)  (7  +  T,'1*  sin2  9  + . . .  +  Xf)  sin2,,0) 
+  {sin20cos(2^  4-2*3)  (/t  +  ^^sin*©  ■+-. .  .4-/t<r>.sin2,,0), 

G  étant  une  constante  arbitraire  qui  peut  être  fonction  de  6;  pour  la 
déterminer,  on  observera  que  nous  avons  supposé  dans  l'article  précé- 
dent, 

d'où  il  suit  que  -^  doit  être  égal  à  la  partie  de  l'expression  de  BA  qui 
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est  fonction  de  0  seul;  or  nous  avons  vu,  article  IX,  que  cette  partie 
est  égale  à  —  yiiAcsinaû;  donc 

-tx  = —  As  sinafl; 

partant, 

G  —  frc  Aecos20  ■+-  F, 

F  étant  une  constante  quelconque  à  laquelle  nous  sommes  libres  de 
donner  ici  telle  valeur  que  nous  voudrons.  Nous  la  supposerons,  pour 
plus  de  simplicité,  égale  à  firAs,  ce  qui  donne 

G  =  f7rAe(3cos20-i). 

Faisons  maintenant 


In*;-*' 


/  - 

1 

g- 

==/«, 

/>      - 

/(1)- 

—  /in 

J»(«î- 

fw- 

g 

=  /{2', 

/(>■)_ 

Un 
g 

—  /l     > 

p(r). 

a*"?1  ' 

et  nous  aurons 

/=  e,(3  cos2  d  —  i  )-*-  sin  9  cos  0  cos  (à  -+-  m)  (/,  -+-  /[*3  sin20  +  /i2'  sin*  0  -+-...+  fxr)  sin2r9) 
H-  sin2  9  cos  (ait  -+-  acr)  (/*,  +  />,1l,sin*0  -+-  /^'sin*^  -h  . . .  -hp[r)s'mir9). 

Supposons  ensuite,  comme  précédemment, 

u  =  a<*>  -+-  cos(it  ■+-  bj)  (c  +  «Wsin'Ô  4-  e<s>sin*0  -+-...-+-  e<r> sin2r0) 

■+■  sin0cos0cos(2^-hanT)(6-+-6<1)sin20  4-...H-êf-1)sinsr-t0). 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (21)  et  (22),  et  que 
l'on  y  fasse  y  =  1  -+-  -.  sin28,  on  aura  d'abord,  en  comparant  les  termes 
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indépendants  do  l'angle  h  -+-  gt  dans  l'équation  (21), 


■.aWsinOi  1+  |sin2^ 
£sin0(3cos2ô  — 1)-   -/ . ig 4; 

l'équation  (22)  donnera  pareillement 

K 

s,—  tt~  (cos2v  —  '-sinsv); 

partant, 

K 

e  =  -, ,-k — r  (cos2v  —  \  sin2v). 

La  comparaison  des  coefficients  de  cos(it  h-  cor)  dans  l'équation  (21) 

donnera 

,     .  in  —  i        gfx       1 K   . 

(27)  : e-h^rr, —  sinv  cosv  =  0, 

•  l  l1  l2 

et  cette  équation  répond  à  l'équation  (23)  de  l'article  précédent;  on 
aura  ensuite 

A,,  A(,",  A,2',  ...  étant  pareilles  fonctions  de/,,  /(,",/(1" ,  ...  que  les 
quantités  que  nous  avons  nommées  A,  A('\  A(2),  ...  le  sont  de  /,  /(,), 
/(2),  —  On  aura  donc 

partant, 

/'"'=f/!"'-(-+3-^)?e«; 

or  on  a 

s 
et,  par  l'article  IX, 

~~  ir4-5J 
donc 
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ce  qui  donne 

(>8)  /'-'{^[i-  (4/4^7r5)„]  -*'j  =  ?(a/7»+3*»-  a/»i)g<->, 

et  cette  équation  répond  à  l'équation  (24)  de  l'article  précèdent. 

Si  l'on  compare  les  coefficients  de  cos(zV  -+-  car)  dans  l'équation  (22), 

on  trouvera  d'abord  l'équation  (27);  on  trouvera  ensuite  les  équations 

suivantes 

(4*?— #»)#«)— 4  «»€       —\\\x, 

(4/i2-<*)e<2>-4«2e<l>      =  B(*\ 


(4n2— ï*2)^'-)— 4«2e('--1)  — B^', 


B(/',  Bf,  ...,  B(,r+"  étant  pareilles  fonctions  de  /,,  /,'',  /;>,  ...,  ftn, 
que  B^,  B<2 ,  . . .,  B^"  le  sont  de/,/(,),/(2),  .  ..,/^.ï  on  aura  donc 

ou 
partant, 

— ^'=^"{-ûfI^]("  —  ?)• 

Si  l'on  compare  cette  équation  avec  l'équation  (28),  on  en  tirera 

<1 


6L       (4r-4-5)^J\  «/ 

on  déterminera  ensuite  les  2r  h-  2  quantités/,  fKi\f{r,  .   -»/(,);  *»  e(,)» 
<?(2),  ...,  e(r)  au  moyen  des  équations  (27)  et  (28),  et  dès  nr  équations 

(4«*—  «i)c<l>—  4«2e         =  £?', 
(4/t8— i'»)^*)—  4/i2e<"     =  B12, 


(4„î_  ^)e(D_  4/i»ec--i)— e;r 
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Si  l'on  compare  maintenant  les  coefficients  de  cos(2*V  +  2tar)  dans 
l'équation  (21),  on  aura  d'abord 

2/1  —  2^      gpx       Ksirr2v 

(29)  o=— j—  0+-^---^-, 

et  cette  équation  répond  à  l'équation  (25)  de  l'article  précédent;  on 
aura  ensuite 

D,,  D/',  Df,  . . .,  D\n  étant  pareilles  fonctions  de  p{,  p\l),  pf,  .  ..,p\n, 
que  D,  D<*\  D(2),  .. .,  D<r>  le  sont  dep,p<l),p{i\  . .  .,/>f>;  on  aura  donc 

p(r,=      6[M,a"-afl  +  3'  +  g,r; 

17  f  f2    ^1 

donc 
or  on  a 

pin=pir)_  1_ 
2# 

et,  par  l'article  IX, 

~~  4^  +  5' 
donc 

partant, 

(3o)       [<■-»('- (4f  +  5)JJf""=g«'-" i ; 

cette  équation  répond  à  l'équation  (26). 

Si  l'on  compare  ensuite  les  coefficients  de  cos(2*V  -+-  2gt)  dans 
l'équation  (22),  on  aura  d'abord  l'équation  (29);  ensuite  on  aura 

(4«2-4*'2)ê(1)  —  4"2ê  =E[l), 
(4«2-4ï2)ê(2)-4«26^  =  E,12', 
» 
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!<:,,  I<;/  ,  E',a ',  . . .,  Ey  étant  pareilles  fonctions  de  />,,  p\n,  p; p\n, 

que  E(,),  WK  ....  m  le  sont  de  />,  />(,),  />f2),  . . . ,  /?M;  on  aura  donc 

partant, 

L      (4r-+-5)tfJ       « 

en  combinant  cette  équation  avec  l'équation  (3o),  on  en  tirera 


on  déterminera  ensuite  les  2/--hi  coefficients  p,p{i\p{2\  ...,/>(r);  €, 
6(,),  . . .,  ê(r_,)  au  moyen  des  équations  (29)  et  (3o)  et  des  ir  —  1  équa- 
tions 

p  —  D„        /»(*)=  pi",        ^^D^',         ...,        ^-'^D1;-'1; 

(4»»—  4î»)6«1'    —  4«2ê       =E(t1}, 

(4«2—  4ï2)S«2>     —  4«26<1>     =E(12', 


(4»1  —  4i'-)6(r-1)—  4«iS<'--J>  =  EV"1). 


Les  deux  valeurs  de  y  que  nous  venons  de  trouver  dans  cet  article 
étant  entièrement  les  mêmes,  il  en  résulte  que  les  valeurs  précédentes 
de  u  et  de  y  ont  été  bien  choisies;  nous  pouvons  conséquemment  déter- 
miner par  la  méthode  précédente  les  oscillations  du  fluide,  toutes  les 
t'ois  que  sa  profondeur  sera  égale  à 

an' sin*0 


/  étant  une  constante  quelconque  très  petite  relativement  au  demi-axe 
du  sphéroïde,  et  r  étant  un  nombre  entier  quelconque,  ce  qui  donne 
une  infinité  de  cas  dans  lesquels  la  détermination  rigoureuse  du  tlux 
et  du  reflux  de  la  mer  est  possible. 
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Si  l'on  nomme  A(1)  la  densité  moyenne  du  sphéroïde,  on  aura  à  très 
peu  près  g  —  ^A{,);  la  quantité  précédente  peut  donc  être  mise  sous 
la  forme  suivante  : 


2/i2sin 

l-\ r- 


3  A         1  /     -    .  -         „       n 

5/ 


*" 


6  L     '  (4/--h5)A<1>_|\  i 

Si  n  =  o,  cette  quantité  se  réduit  à  la  constante  /,  et  nous  aurons  le 
cas  que  nous  avons  discuté  ci-dessus  avec  étendue. 

XVII. 

_  ]  •  et  \ 

—  exprime,  comme  l'on  sait,  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à 
l'équateur  à  la  pesanteur;  ce  rapport  est  pour  la  Terre  égal  à  ~;  la 
quantité  précédente  devient  ainsi 

2  sin29 


1  + 


i89[I~(ra)^K2^2+5/•+3+7), 


on  supposera  donc  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer  représentée  par 
cette  quantité,  et  l'on  déterminera  dans  cette  supposition  les  valeurs 
de  y,  -j-  et  -r-  résultantes  de  l'action  de  la  Lune.  Les  quantités  h,  v  et 

m,  au  lieu  d'être  constantes  comme  nous  l'avons  supposé,  sont  un  peu 
variables;  mais  on  pourra  substituer  au  lieu  de  m  sa  valeur  moyenne 
dans  la  formule  qui  exprime  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer,  et  dans 
toutes  les  autres  quantités  on  pourra,  conformément  à  la  remarque  de 
l'article  XIV,  substituer  au  lieu  de  v,  h  et  m  leurs  véritables  valeurs  va- 
riables; nous  verrons  dans  la  suite  jusqu'à  quel  point  cette  supposi- 
tion est  exacte. 

Lorsqu'on  aura  calculé  l'effet  de  la  Lune  sur  la  mer,  il  suffira  de 
changer  dans  les  résultats  les  quantités  relatives  à  la  Lune  dans  celles 
qui  sont  relatives  au  Soleil,  et  en  ajoutant  la  somme  de  ces  effets  on 
aura  l'effet  total  résultant  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  la 
mer. 
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Il  y  a  cependant  une  observation  essentielle  à  faire  et  qui  peul 
donner  lieu  à  une  difficulté  qu'il  est  à  propos  de  résoudre.  La  loi  de  la 
profondeur  du  fluide  dépend  de  la  valeur  de  *',  et  cette  quantité  dépend 
elle-même  du  mouvement  de  l'astre  attirant  dans  l'espace;  il  résulte 
de  là  que,  dans  les  mêmes  hypothèses  sur  la  profondeur  de  la  mer,  dans 
lesquelles  on  peut  déterminer  l'effet  de  la  Lune,  il  est  impossible,  par 
la  méthode  précédente,  de  déterminer  celui  du  Soleil.  Pour  répondre 
à  cette  difficulté,  nous  observerons  que  le  mouvement  angulaire  du 
Soleil  et  de  la  Lune  autour  de  la  Terre,  résultant  de  leur  mouvement 
réel  dans  l'espace,  est  très  petit  relativement  au  mouvement  de  rota- 
tion de  la  Terre,  puisque  pour  la  Lune  il  n'en  est  que  ^  environ  et 
que  pour  le  Soleil  il  en  est  à  peu  près  ~;  on  peut  donc  supposer  sans 
erreur  sensible  pour  ces  deux  astres  i  ou  n  —  m  =  n,  en  négligeant  m 
par  rapport  à  n,  et  alors  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer  est  entière- 
ment" indépendante  des  mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune.  Pour 
avoir  l'erreur  qui  résulte  de  la  supposition  de  i  =  n,  considérons  le 

cas  le  plus  défavorable  dans  lequel  m  est  à  peu  près  égal  à  —  :  on  aura 


la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer  devient  ainsi 

2sin2# 


i  + 


>89[1-(4r+t)A(t)](ar'+5/-h4+") 


ou,  a  peu  près, 


2sin29 T 1 "1 

7T~  3A         T      ;      "         77  [I_  26(2/-24-5/-r-4)J' 


• 


en  sorte  que  ce  que  l'on  néglige  dans  la  supposition  de  n  —  i  est 

sin20 


'.\* 


i3.289[i-r4r^)A(1)](2r^5r-|-4) 

quantité  absolument  insensible  et  qui  ne  va  pas  à  ~  de  lieue,  dans  lé 
cas  même  où  l'on  suppose  A  =  A(,),  r  —  1  et  sinô  =  1 . 

OEuercs  d<-  L.  —  IX.  20 
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Examinons  présentement  comment  on  peut  concilier  la  loi  précé- 
dente de  la  profondeur  de  la  mer  avec  la  figure  de  la  Terre  qui  résulte 
des  observations;  pour  cela,  supposons  que  le  sphéroïde  que  la  mer 
recouvre  soit  un  ellipsoïde  tel  que  les  densités  et  les  ellipticités  de  ses 
différentes  couches  varient  du  centre  à  la  surface.  Soit  RA  la  densité 
d'une  couche  dont  le  demi-axe  est  s;  soit  p  l'ellipticité  de  cette  couche, 

et  que  l'on  fasse 

A=fRs2ds,        J)=zfRd.s~»p, 

les  intégrales  étant  prises  depuis  s  =  o  jusqu'à  s  =  i;  soient  encore  a 
l'ellipticité  de  la  surface  du  sphéroïde  et  h  l'ellipticité  que  les  obser- 
vations donnent  à  la  Terre,  on  aura  a-\-  q  =  h,  et  l'on  trouvera,  par 
les  formules  que  M.  Clairaut  donne  dans  sa  théorie  de  la  figure  de  la 
Terre,  en  observant  qu'ici  la  profondeur  de  la  mer  est  supposée  très 

petite, 

n2 
6D  —  6a-f-  i5A  — 

Si  l'on  nomme  maintenant/  le  rapport  de  la  densité  moyenne  de  la 
Terre  à  celle  de  l'eau,  qui  paraît  résulter  des  observations  faites  nou- 
vellement dans  les  montagnes  d'Ecosse,  il  est  aisé  de  voir  que  l'on 

aura 

fRbs-ds 

/-  - -  =  3A; 

J  &s2ds 

nous  devons  donc  satisfaire  aux  trois  équations  suivantes 

a-\-q  —  h,        /— 3A, 

n2 
6D  —  6a  +  i5A  —  * 

A- £. 

3oA-6 

de  ces  trois  équations,  on  tirera 

a  —  h-q,         k  —  \f, 

n2 
iofh  —  6q—  5/-- 


D  = 


8 
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la  première  de  ces  équations  donne  l'ellipticité  du  sphéroïde;  quant 
aux  deux  autres,  on  peut  y  satisfaire  d'une  infinité  de  manière».  Pour 
le  faire  voir,  supposons  R=[x<p(s),  <p($)  étant  une  fonction  quel- 
conque de  s,  et  [/.  étant  un  coefficient  constant  quelconque;  on  satis- 
fera à  l'équation  A  =  {/,  en  prenant 


3  /  s-  y  (s)  ds 

et,  comme  la  fonction  y(s)  est  indéterminée,  il  en  résulte  qu'il  y  a  une 
infinité  de  manières  de  satisfaire  à  cette  équation. 

On  peut  satisfaire  pareillement  d'une  infinité  de  manières  à  l'équa- 
tion 

10  f  h  —  6q  —  5f 


D  = 


S  . 


car  soit  ty(s)  une  fonction  quelconque  de  s;  on  peut  supposer 
fRd.r'Sp         ou         njy(s)d.s!ip~,l!>(s); 

il  suffit  pour  cela  de  prendre 

1    fd.ty(s)      r 
r      *V    f*?(«) 

et  de  déterminer  la  constante  arbitraire  C  de  manière  que  l'on  ait 
p  =  a  lorsque  s  =  1;  or,  la  fonction  ']/(s)  étant  indéterminée,  on  peut 
faire  en  sorte,  et  cela  d'une  infinité  de  manières,  qu'elle  soit  égale  à 

2 

10  f/i- 6g  —  5/  — 

g —  lorsque  s  =  1 . 

XVIII. 

En  considérant  l'expression  trouvée  ci-dessus  pour  la  profondeur  de 
la  mer,  dans  le  cas  où,  par  la  méthode  précédente,  nous  pouvons  en 
déterminer  les  oscillations,  il  est  aisé  de  voir  que,  si  Ton  suppose  r  un 
peu  considérable,  on  aura  à  très  peu  près  le  cas  où  la  mer  a  partout  la 
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même  profondeur;  supposons,  par  exemple,  r  =  10,  et  l'on  aura,  pour 
l'expression  de  la  profondeur  de  la  mer, 

2  sin-9 


3A 


289.254(1- 
quantité  qui  se  réduit  à  très  peu  près  à  /,  car  le  terme 


2sin2fl 


289-254(I_d^) 


n'excède  pas  2^  de  lieue,  dans  le  cas  même  où  l'on  suppose  sinô  =  1  et 

Pour  éclaircir  maintenant  par  un  exemple  la  méthode  des  articles 
XV  et  XVI,  nous  allons  considérer  ici  le  cas  de  r  =  1  et  déterminer  les 
valeurs  de  y,  -r-  et  -^-sinO.  Pour  cela,  nous  observerons  que  dans  ce 
cas  on  a 

y  =  £(3  cos2fl  —  1)  +  sinâ  cos0(/  +  f^sm-Q)  cos(it  -+-  xs) 
-+-  sin20(/>  -h/>("sin20)  cos(2^  +  a»), 

du        .du  ,.  „»../».    .,. 

-f7  =  lzr  =—  i(e-\-  ewsm^6)sm(U-hm) 
cit  clin 

—  2tê  sin0  costfsin  (2  it  -+-  257); 
et  l'équation  (/)  de  l'article  XV  nous  donnera 

sin0-r-  =  fsin0-— 
at  ans 

=  cosdcos(zl  +  nr)    —  sinvcosv : 2^  _  Sin20( — : h  2^JL  j   , 

+  sin9cos(2^+2CT)rASm2v~^ê-^+sin20^-^l; 

l_2t2  ^  i2  \   1  1-  j  y 

tout  se  réduit  donc  à  déterminer  e, /, /,, /(,),  f\n; p, ptt  p{{\ p\";  e,  éi] 
et  g. 

On  aura  d'abord,  par  l'article  XVI, 

K 


s  - 


»«(*-.* 


-v— y  (cos2v  —  |sin2v): 
57/ 
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et,  si  l'on  nomme  A(,)  la  densité  moyenne  de  la  planète,  on  aura,  à  cause 

«=q — / j^prCcos'v  — isin'v); 

on  aura  ensuite,  par  le  même  article,  les  quatre  équations 

in  —  i         gfx       i K   . 

1 —  e  h-  ^~ 7T-  sinv  cosv  =  o, 

i  i-  i- 

/ç=A„ 

(4«2—  i*)eW  —  4nJc  =  B(1,), 

on  trouvera,  par  l'article  XV, 

A  =  2/*T3*  (  le^  4. 41»).+  £  (7/-t-  //('))  _  12  K  sinv  cosv, 
B(,)=  — ^ —  2$/ : gr  '  —  4  — f — Ksinv  cosv; 

donc  A,  et  B(f"  étant  pareilles  fonctions  de  /,  et  de  f1"  que  A  et  B(,)  le 
sont  de  /et  de  f^],  on  aura 

A,  -  2/t~3<(feO)  +  ce)  +  |  (?/,  +  //(11))  -^K  sinv  cosv, 

T>(1)  »+<  j.  2/1   +    3t  ,.,..  /l+    *  . 

B,11)=— j-*gfi ^ gf^—^—j-K sinv  cosv; 

de  plus,  on  a,  par  l'article  XVI, 

/,=/--        et        /»=/!)- 1^, 
et  l'on  trouvera  facilement,  par  l'article  IX, 

X<«  A 

_  —  ,  **  ,  fa) 

g   ~  3A.W  y     ' 
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ce  qui  donne 

/1_/V      5A<»y      ioSAC)-7    ' 

partant,  on  aura  les  quatre  équations 

in—  i         gf  (  3A  \  16A     gf**       2K   . 

°  -  —j~e + f(T-  tm)  "  im*  V  -  ir smv  cosv> 

/#  /  A    \         2qK    . 

+  -f  /(  y-  3^ttJ  ""  "7^~ sinv cosv' 

//    2       ^  ,n      /    2  n~*~?*(  3^  \  n  +  *      i6A 

a/n-3«     ,.../  AN  «  +  /  . 
j gf[ï)[i-  3^(T]J  -4K-— sinvcosv, 


,   ...       rc  +  ii 


on  tirera  facilement  de  ces  équations  les  valeurs  de  e,  e(l),  f  et/(,);  et 
si,  pour  abréjger,  l'on  fait 


n* 

—  =  p, 
g 


P  =  (2«  —  i')f  i—  ■5-^Tyj[2/i2(2/i+  3i)  —  (n  +  ii )  (4«2—  **)] 
Q  =  4«2  f  i—  £2pj  [(«  +  0  (2/1  —  o  -  2«2], 

R=  (i—  ô-ÂTiy)  |  (2/1  — 3i)^[2/i2(2/l  +  3l)  —  (rt  +  2i)(4«2—  i'2)] 

+  4«2/[2/i2  —  (2«  —  3/')  (n  +  2i)]  | 
+  4ft2?[(2tt-30(tt  +  O-2tt2]  105A(t)'       - 

S  ==  8/12  J2|Jl  +  4^2^(  I—  FXTIj  )  [(2«  —  3t)  (/i  +  l)  —  2/ï2], 
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on  aura 

8K    ,    .  (an  —  «)(«•+■  OR  —  a/i'R  +  an'oP-  (an  —  3*')(n  +  i)oP 

f    — — n*  sinv  cosv  ^ '-* - jr^r ^ '-1 ii_, 

J  g  1\Q  —  PS 

mm.      8K    ,    .  (an  —  i)(»  +  «)S  —  an*S  +  an»«Q  —  (an  —  3«)(«4-  OfQ 

/[•>=  —  n2  sinv  cosv  i ~ ^ôtî î£i 5 — - 

'  g  l\(2  —  1  & 

on  déterminera  ensuite  e  et  e(,)  au  moyen  des  équations 

*   ■  J        3À  \         -„     16A 


e     = 


an*  —  r 


*n=-*±*lt™(v       A 


2/  fJL     \  3A*1) 

Si  l'on  suppose  n  infiniment  petit,  on  aura  i=  —  m;  d'ailleurs  q  sera 
infiniment  petit  de  l'ordre  n-,  en  sorte  que  la  profondeur  de  la  mer 
sera  partout  égale  à  la  constante  /;  nous  devons  donc  retrouver  ici  les 
mêmes  résultats  que  nous  avons  trouvés  pour  ce  cas,  article  XI;  or  on 
a,  en  faisant  n  infiniment  petit, 


5AW 

R=f  I—  j^ij-M^n'-m'-l  —  6mkq), 
a       8n*/n*  .    ,    /         3A\ 


d'où  l'on  tirera 

ia^Ksinv  cosv 


/     = 


^-m 


m* 


4K  —  sinv  cosv 


K'^&H  ](-^) 
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et 

2Ksinv  cosv 


6^(I~5Â^))~m2 


4Ksinvcosv 


~~5A^] 


\lgli 


ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé,  article  XI.  Si  l'on  fait 
i  =  n,  ce  qui  a  lieu  à  peu  près  pour  la  Terre,  on  aura,  en  observant 

9.  n2 

que  q  == 


V       3At»7 


iie 


f 


/(l)=rO, 


8K 
g 

sinvcosv 

7  " 

19A 

I5A'1) 

22K  g    .  (  A 

^-^SinVC0ST~3ÂTÏÏ 
19A 


i5A^ 
e^  —  o. 

Cherchons  présentement  les  valeurs  de  p,  />,,  p{i),  /?',"  et  6,  on  aura, 
par  l'article  XVI,  les  trois  équations 

: 6  -+-  ~-  =  — =  sin2v, 

1  r  2i! 

*'*'« =«■/""(« -jpîr); 

on  trouvera  facilement 

on  a  ensuite 

K  /(») 

2#  •    '  a# 
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et,  par  l'article  IX,  on  aura 


161 


K  _   3A 


8A 


ig       5A<^r       35A1^ 
3A  \  8A 


»<») 


/(<»> 


—  p(".  — 


2#         3A'1)' 


partant, 

p.-pd-J^)-    8A    »(i)        et         pi»-pM(i-  -A.V 
^1  — ^\        ÔA'1'/       SôA*1)^  ^       ?     \        SA»1'/' 

les  trois  équations  précédentes  donneront  ainsi  les  deux  suivantes 

n  —  i  g    ,.,/  A    \       *./  3A  \       #     8A       „,       K    .   , 


2/1-  ' 


3f  —  2/1,  2/1  —  l\i 


f?J. 


,../  A    \        gq     (  3A  \  8A     W    ...       qK   .   , 


et  si,  pour  abréger,  on  fait 

A 


P' 

Q' 


■+■ 


8A 


3A(») 


on  aura 


3A<»V       35A<») 

3«2 — 3ni'  +  2n!,       m' — 2ï*    \         8A7 
2/1*  ~~ ^        V  ~  35A<*> 


—  sin»v(Q'-4-^P') 


)(»): 


K  i"   .  . 

sin'v 

2^  ér 

Q'(i- 

&)-*B*Y* 

3A  y 

on  déterminera  ê  au  moyen  de  l'équation 
Si  l'on  suppose  rc  infiniment  petit,  on  aura 


'=£(■ 


3à^r 


OEuvres  de  L.  —  IX. 
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d'où  l'on  tirera 

3JKsin2v 


6l^-^)~^ 


2K —  sin2v 


(I-3Sïï)[6^(I-6^))-4,n"]' 


partant, 


K  sin2v 


6/^(I_5^)) 


ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé  (art.  XI).  Si  l'on  fait 
1  =  n,  on  aura 

P,_  s  a  / A_\/i/_  r  8Ay 

35A(^'  U  ~~\        3A'1)/12         q)       35A«')' 

d'où  l'on  tirera 

(I-3a^)(*/-g)^sin'v 

P     ~  (   _     3A  \/  _     A    \  8  A    n2' 

V       ôA^VV1      3Â^yU        ^j       35A'1'  # 

K     .  .    «2 
—  sm2v  — 

""/  3AV  A    \,3/  8A     n*> 

\l       bKiïjy1"  3A^J^         q)       35A<*>  # 

la  valeur  de  y  sera  donc,  dans  le  cas  où  i  =  n  et  r  =  1 , 

j  = ; 5-r-r(cos2v  —  |sin2v)  ([-t-3cos20) 


6^(T-5^) 


8K 

—  sin  v  cos  v  sin  6  cos  0 

x cos (  it  h-  m) 

19A  v  ' 

7_  i5A(J) 
H sm2  v  7 Na.       7         2 d-5 sin2  9  cos  (2  it  +  2  ts). 


('-^i1-^)^1-^- 


2&  ( .        3A  V.         A    \/3/      ^x         8A     n? 

SôA*1'  # 
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XIX. 


Il  est  aisé  de  voir,  par  les  articles  XV  et  XVI,  que  l'on  aura  généra- 
lement, quelle  que  soit  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer, 


yt=.  H  -+-  Msinvcosvsin#cosflcos(*7  +  gt)  +N  sin2vsin20cos(2*7  -+-  2gj), 

H,  M  et  N  étant  fonctions  de  0;  pour  avoir  la  plus  grande  élévation  et 
le  plus  grand  abaissement  des  eaux,  il  faut  faire  -j-  =  o,  ce  qui  donne 

ô  =  Mcosvcos0sin(f£-t-aj)  -+-  2Nsinv  sin  0  sin  (2*7  -+-  2 ni); 

or  on  a 

sin(2*Y-h  1rs)  =  2  sin(^-t-nr)  cos(^-f-  gj); 

l'équation  précédente  se  partage  ainsi  dans  les  deux  suivantes 

o=r  sin(*7  4-gt), 

o  =  M  cos  v  cos  9  ■+-  [\ N  sin  v  sin  9  cos  (  it  -+-  gj)  ; 

# 

la  première  de  ces  équations  se  rapporte  à  la  plus  grande  élévation,  qui 
a  lieu,  par  conséquent,  lorsque  it  ■+-  vs  est  égal  à  zéro  ou  à  1800,  c'est- 
à-dire  lorsque  l'astre  passe  au  méridien;  la  seconde  équation  est  rela- 
tive aux  plus  grands  abaissements  et  donne 

..  .  M  cos  v  cos  9 

cos(it  +  xn)=—  t^tj— i r—a- 

'  4Nsinvsin0 

Il  suit  de  là  que  la  valeur  de  y,  dans  la  marée  de  dessus,  est 

y  —  H  -t-Msinvcosvsinflcosô  4-Nsin2vsin20, 

et  que  cette  valeu,r  dans  le  plus  grand  abaissement  des  eaux,  est 

M2 

y  =  H—  hicïCos2vcos20  —  Nsin2vsin20; 

J  8N 

la  différence  de  ces  deux  valeurs  est  la  différence  de  la  haute  à  la  basse 
mer,  que  l'observation  donne  immédiatement;  on  aura  donc  pour  cette 
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différence 

^  (  Nsinv  sinô  4-  y- cosv  cos  9  J  ; 

la  valeur  de  y,  dans  la  marée  de  dessous,  est 

y  =  H  —  M  sin  v  cos  v  sin  0  cos  0  +  N  sin2  v  sin2  9  ; 

la  différence  des  deux  marées  de  dessus  et  de  dessous  est  conséquem- 

ment 

2M  sinv  cosv  sin0  cos0, 

et  le  rapport  de  cette  différence  à  la  différence  de  la  haute  à  la  basse 

mer  est 

NM  sinv  cosv  sin  0  cos0 


M  \2' 

N  sinv  sinô  +  -.-  cosv  cosf 
4 


cette  quantité  que  nous  nommerons  (A)  est  nulle  lorsque  l'astre  ou 
lorsque  le  lieu  de  l'observation  sont  dans  l'équateur;  mais,  si  le  rap- 
port de  M  à  N  était  un  peu  grand,  la  quantité  (A)  serait  considérable 
dans  nos  ports,  lorsque  le  Soleil  et  la  Lune  seraient  dans  leurs  plus 
grandes  déclinaisons  australes.  Cherchons  ce  rapport  dans  la  théorie 
ordinaire  :  cette  théorie  revient  à  supposer  m  infiniment  petit  dans  la 
valeur  de  y  de  l'article  XI  et  à  changer  m  en  —  i,  dans  les  angles  mt  —  rz 

et  imt  —  2gj;  on  aura  donc,  en  observant  que  a2  =  6/gYi  — 


5A*1' 
dans  cette  valeur 

y  —      — gA  x  (cos2v  —  ^sin2v)  (i  h- 3  COS2  0) 

2R 


olf 

-sinv  cosv  sin Q cos d  cos{it  -+-  cj) 


g 


(  -     3A  \ 

V       SA'1'/ 


H t 0  .  .   sin2v  sin2  0  cos  (2  it  +  2nr), 

/  3A  x 

ce  qui  donne  M  =  4N,  partant, 

4sinv  cosv  sinôcosQ  sin2vsin2' 


(A) 


(sinv  sin0-t-  cosv  cosfl)2       cos2(0  — v)' 
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dans  nos  ports  et  dans  les  grandes  déclinaisons  australes  du  Soleil  et 
de  la  Lune,  (A)  serait  négatif  et  plus  grand  que  —  2;  or  cette  valeur 
de  (A)  est  très  considérable  et  beaucoup  plus  grande  que  suivant 
toutes  les  observations  qui  donnent  pour  (A)  une  quantité  presque 
insensible. 

Dans  le  cas  où,  en  supposant  la  Terre  immobile,  on  transporterait 
en  sens  contraire  à  l'astre  attirant  son  mouvement  angulaire  de  rota- 
tion, on  trouverait  par  l'article  XI 


*%('~tm)~l6£i 


M 


ce  rapport  serait  très  petit  si  la  profondeur  /  de  la  mer  différait  très 

1Â~ 


peu  de  — TX~\>  et  ^on  Pourra^  expliquer  ainsi  pourquoi  la  dif- 


6«r(i 


5A'1), 
férence  des  deux  marées  d'un  même  jour  est  aussi  peu  considérable; 

mais,  d'un  autre  côté,  N  étant  égal  à  — -, ^-. >  la  hauteur 

des  marées  serait  alors  extrêmement  grande,  ce  qui  paraît  contraire 
aux  observations  faites  nouvellement  dans  la  mer  du  Sud,  suivant 
lesquelles  le  plus  grand  effet  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  pour 
élever  les  eaux  de  la  mer  n'excède  pas  2  pieds. 

Voyons  maintenant  si,  en  ayant  égard  au  mouvement  de  rotation  de 
la  Terre,  il  ne  serait  pas  possible  de  satisfaire  aux  observations,  et 
pour  cela  cherchons  directement  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer, 
dans  laquelle  on  aurait  M  =  o. 

Reprenons  les  équations  (21)  et  (22)  de  l'article  XV;  soit  b{,)  le 
coefficient  de  cos(i'/  -h  vs)  dans  l'expression  de  u;  puisque,  par  l'hypo- 
thèse, le  coefficient  de  ce  cosinus  est  nul  dans  l'expression  de  v,  il  est 
clair  qu'il  sera  pareillement  nul  dans  l'expression  de  y'.  Cela  pos< 
dans  les  équations  (21)  et  (22)  on  suppose  i  —  nf  ce  qui  est  à  peu 
près  vrai  pour  la  Terre,  et  que  l'on  n'y  considère  que  les  coefficient 
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de  cos(it  -\-u),  on  aura,  par  la  comparaison  de  ces  coefficients,  les 
deux  équations  suivantes 

1    dB         '        sin&  dd        /i2  '  smQ 

/i4è(1'(4cos20  —  1)  =  2Ksinvcosv(4cos20  — 1); 

cette  seconde  équation  donne 

0^'  =  — 5-sinvcosv; 
«2 

substituant  cette  valeur  de  b{i)  dans  la  première,  on  en  tirera  -^  =  o; 

partant  /y  est  égal  à  une  constante  que  l'on  peut  représenter  par  /. 

Il  suit  du  calcul  précédent  non  seulement  que,  dans  la  supposition 
de  M  =  o,  la  profondeur  de  la  mer  est  constante,  mais  encore  que, 
cette  profondeur  étant  constante,  on  a  M  =  o,  car,  en  supposant 

2K 

M  =  o,         b^zzz  -—-sinv  cosv         et         h  =  l, 

on  satisfait  aux  équations  (21)  et  (22),  et  l'on  prouvera,  par  les  raison- 
nements de  l'article  XIV,  que  dans  la  question  présente  il  n'y  a  que  ce 
seul  moyen  d'y  satisfaire  dont  on  doive  faire  usage.  Il  est  d'autant  plus 
remarquable  que  l'on  ait  toujours  M  =  o,  lorsque  la  profondeur  de  la 
mer  est  constante,  que  si  l'on  suppose  la  Terre  immobile,  en  transpor- 
tant en  sens  contraire  à  l'astre  son  mouvement  angulaire  de  rotation, 
la  valeur  que  l'on  trouve  pour  M  peut  être  très  considérable  et  qu'elle 
ne  devient  nulle  que  dans  le  seul  cas  où  l'on  a 

4*2 


A      (  3A 


ce  qui  fait  voir  d'une  manière  très  sensible  combien  il  est  différent  de 
supposer  la  Terre  immobile,  ou  d'avoir  égard  à  son  mouvement  de 
rotation. 

En  comparant  les  coefficients  de  cos(2^  -+-  2cj)  dans  les  équa- 
tions (21)  et  (22),  et  supposant  toujours  ly  =  l,  on  trouvera  faci- 


y 
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lement  que  la  supposition  de  N  =  o  ne  peut  y  satisfaire  et  que,  ainsi, 
non  seulement  (A)  — o,  lorsque  la  profondeur  de  la  mer  est  con- 
stante, mais  que  cette  équation  indique  nécessairement  une  profon- 
deur constante  et,  comme  dans  la  nature  cette  équation  a  lieu  à  très 
peu  près,  il  paraît  naturel  d'en  conclure  que,  si  l'on  en  excepte  le  voi- 
sinage des  côtes,  la  mer  a  partout  à  peu  près  la  même  profondeur.  On 
peut  même  déterminer  par  la  théorie  précédente  la  loi  des  petites 
variations  de  la  profondeur  de  la  mer,  en  supposant,  toutefois,  les 
observations  exactes.  Cette  détermination  est  fondée  sur  une  remarque 
qui  nous  sera  très  utile  dans  la  suite,  et  qui  consiste  en  ce  que  l'on 
peut  toujours  avoir  la  valeur  de  M,  dans  le  cas  où  le  sphéroïde  que 
recouvre  la  mer  est  un  ellipsoïde  de  révolution.  Pour  cela,  supposons 
d'abord  la  densité  du  fluide  nulle,  et  considérons  la  troisième  et  la 
quatrième  des  équations  (L)  de  l'article  XV;  si  l'on  y  fait  i=n,  ce 
qui  a  lieu  à  peu  près  pour  la  Terre,  elles  se  changeront  dans  les  deux 
suivantes 

i  i    db{i)       i    .,ncos9       iuu\dy         l8by         2/Ky  cos#  . 

'    dQ  '        sin0  ôB       /i2sin20  nl     sino1 

n26(1)(4cos,0  — i)  =— £--^7;  —  igh^—pr  -+-  2Ksinvcosv(4cos20—  i): 

pour  satisfaire  à  ces  équations,  soit 

b=fs'môcosd; 

la  seconde  équation  donnera 

/i2fe<1»(4  cos20  —  i)  =  —  #/(4  cos2ô  —  i)  -h  aK  sinv  cos(4  cos*0  —  i)  ; 

partant, 

»(i)_  — #/+ aKsinvcosv 

—  ^2 

Observons  présentement  que,  dans  le  cas  où  le  sphéroïde  recouvert 
par  la  mer  est  un  ellipsoïde  de  révolution,  on  a 

y  =  i  -h  %  sin2#, 
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q  étant  une  quantité  quelconque  positive  ou  négative;  si  l'on  substitue 
ces  valeurs  de  y,  b  et  b(,),  dans  la  première  des  deux  équations  précé- 
dentes, on  trouvera 

f—^{gf~  2K  sinv  cosv); 

partant, 

4K#  sinv  cosv 

J  i  qg  —  ri1 

On  prouvera  facilement,  par  la  méthode  de  l'article  XIV,  que  ces  deux 
valeurs  de  b  et  de  b{l)  sont  les  seules  que  l'on  doive  admettre  dans  la 
question  présente. 

Si  l'on  a  égard  à  la  densité  A  du  fluide,  on  trouvera  par  l'article  XVI 

-^/(■-^ly)  -H  aK  sinv  cosv 
bw= ^ ' , 


/    = 


H* 

4K<7  sinv  cosv 


f 

on  observera  ici  que  M  est  égal  à  - —         ?  et  que,  ainsi,  l'on  a,  quel 
*  °         sinv  cosv         !*•■•*  V" 

que  soit  q, 


M-  **' 


cette  valeur  de  M  est  d'autant  plus  remarquable,  que  d'elle  seule 
dépend,  comme  nous  le  verrons  dans  la  suite,  l'effet  de  l'attraction  et 
de  la  pression  des  eaux  de  la  mer  sur  la  précession  des  équinoxes 
et  la  nutation  de  l'axe  terrestre,  et  qu'elle  nous  met  ainsi  en  état  de 
déterminer  généralement  cet  effet,  dans  le  cas  où  la  Terre  est  un  ellip- 
soïde quelconque  de  révolution  recouvert  par  la  mer. 

Nous  venons  de  voir  que,  pour  satisfaire  aux  observations,  q  doit 
être  très  petit,  et  dans  ce  cas  le  dénominateur  de  l'expression  M  est 
une  quantité  négative;  or,  si  l'on  s'en  rapporte  aux  observations 
dont  M.  Cassini  fait  mention  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  pour 
l'année  1714»  page  206,  la  marée  du  soir  à  Brest  est  un  peu  plus 
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grande  que  celles  du  matin  dans  les  syzygies  d'été,  et  un  peu  moindre 
dans  les  syzygies  d'hiver,  ce  qui  suppose  que  M  est  une  très  petite 
quantité  positive;  d'où  il  suit  que  la  profondeur  de  la  mer  est  un 
peu  plus  grande  aux  pôles  qu'à  l'équateur;  mais  cette  conséquence 
étant  fondée  sur  des  observations  fort  délicates,  puisque  la  différence 
des  deux  marées  d'un  même  jour  est  toujours  fort  petite,  on  ne  peut  la 
regarder  comme  certaine  que  lorsqu'on  aura  un  plus  grand  nombre 
d'observations  faites  en  différents  endroits. 

La  variation  de  la  profondeur  de  la  mer  étant  fort  petite,  on  peut, 
sans  erreur  sensible,  calculer  la  valeur  de  N  comme  si  l'on  avait  r  =  oo 
ou,  ce  qui  revient  à  très  peu  près  au  même,  comme  si  r  était  égal  à  un 
nombre  un  peu  considérable,  tel  que  10,  n  ou  12,  et  l'on  aura  ainsi 
la  loi  des  hauteurs  des  marées  suivant  les  différentes  latitudes;  mais, 
comme  il  est  impossible  de  comparer  sur  ce  point  la  théorie  avec  les 
observations,  parce  que  les  causes  locales,  telles  que  la  situation  des 
côtes,  la  pente  des  rivages,  etc.  produisent  dans  la  hauteur  des  marées 
des  différences  prodigieuses  à  latitudes  égales,  il  est  entièrement  inu- 
tile de  calculer  cette  valeur  de  N;  il  nous  suffît  d'avoir  montré  com- 
ment il  est  possible  de  concilier  la  théorie  avec  l'observation,  sur  le 
peu  de  différence  qui  existe  entre  les  deux  marées  d'un  même  jour. 
L'explication  de  ce  phénomène  nous  conduit  à  déterminer  le  temps 
des  plus  grandes  marées  dans  nos  ports;  il  est  difficile  de  se  refuser 
au  grand  nombre  d'observations  qui  établissent  directement  que  les 
plus  grandes  marées  arrivent  dans  les  équinoxes,  et  cela  paraît  être 
une  suite  du  peu  de  différence  qui  existe  entre  les  deux  marées  d'un 
même  jour;  car,  si  cette  différence  était  exactement  nulle,  on  aurait 

7  =  H  +  N  sin2  v  sin2  9  cos  (  2  it  4-  2  gj  )  ; 

la  différence  de  la  haute  à  la  basse  mer  serait  2Nsin20sin2v,  laquelle 
est  à  son  maximum  lorsque  sinv  =  i,  ou  lorsque  l'astre  est  dans 
l'équateur;  or  on  a  observé  que,  dans  nos  ports,  plus  cette  diffé- 
rence est  grande,  plus  la  hauteur  absolue  de  la  mer  est  considérable 
{Mémoires  de  l'Académie,  année  1712,  p.  94);  d'où  il  suit  que  les 

OF.uvres  de  L.  —  IX.  22 
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plus  grandes  marées  arrivent  dans  les  équinoxes.  Pour  ce  qui  regarde 
les  autres  phénomènes  des  marées,  comme  leur  explication  est  ici  la 
même  que  dans  la  théorie  ordinaire,  nous  renvoyons,  à  cet  égard,  à 
l'excellente  pièce  de  M.  Daniel  Bernoulli,  sur  le  flux  et  le  reflux  de 
la  mer. 

XX. 

La  considération  des  équations  (4)  et  (5)  de  l'article  VI  nous  donne 
facilement  la  vitesse  d'un  point  quelconque  pris  dans  l'intérieur  du 
fluide;  car  elles  nous  montrent  que  cette  vitesse  est  fonction  de  0,  xz, 
t  et  s,  et  qu'ainsi,  la  profondeur  du  fluide  étant  supposée  très  petite, 
la  vitesse  est  la  même  pour  tous  les  points  pour  lesquels  G  et  u  sont  les 
mêmes;  connaissant  donc,  par  ce  qui  précède,  cette  vitesse  à  un  point 
quelconque  de  la  surface  extérieure,  on  aura  celle  de  tous  les  points 
du  fluide,  situés  sur  le  même  rayon. 

Supposons  maintenant  que  l'on  veuille  déterminer  la  pression  du 
fluide  sur  le  sphéroïde  qu'il  recouvre;  nommons  (p)  la  pression  du 
fluide  dans  le  cas  de  l'équilibre  sur  le  point  n  de  la  surface  du  sphé- 
roïde, pour  lequel  l'angle  nCA  =  G  ■+-  au  (fig.  3,  p.  93);  soit,  dans 
cette  même  supposition,  Q  l'attraction  du  fluide  et  du  sphéroïde  sur 
ce  point,  et  £a  l'élément  de  la  direction  suivant  laquelle  elle  agit; 
l'équation  (3)  de  l'article  IV nous  donnera 

-  ^  <$[(*  + a/-)  sin(£  +  a«)]2=-Q<5<r—  Kp  • 

soit  présentement  la  pression  p  =  (p)  ■+-  cep';  il  est  aisé  de  voir  que 
l'action  de  l'astre  attirant  et  l'attraction  de  la  différence  d'une  sphère, 
dont  le  rayon  est  1  et  dont  la  densité  est  la  même  que  celle  du  fluide, 
et  d'un  sphéroïde  de  même  densité  et  dont  le  rayon  est  1  4-  aj,  il  est 
aisé  de  voir,  dis-je,  que  ces  attractions  multipliées  par  les  éléments  de 
leurs  directions,  donnent  sensiblement  les  mêmes  produits  pour  le 
point  n  placé  à  la  surface  du  sphéroïde  que  pour  le  point  N  placé  à  la 
surface  du  fluide;  l'équation  (3)  se  changera  conséquemment  dans  la 
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suivante,  en  observant  qu'à  la  surface  du  sphéroïde  Bs  est  de  l'ordre 
q  Sô,  et  en  négligeant  ce  qu'il  est  permis  de  négliger, 

aàO  (  tt  —  "2  ri  -r  sinQcosô  )  +  a  ôgt  (  sin2tf  -»-=■  -+-  2n  sin^costf-;- 
\  dt-  ai  )  \  dt2  dt 

mais  les  quantités  -ji^-j:  étant  les  mêmes,  comme  nous  venons  de  le 
voir,  au  point  n  qu'au  point  N,  l'équation  (y)  de  l'article  V  donne 

oc  69  (  -3-y  —  2/i-r-  sinôcosfl  )  -+-  et  <kr(  sin20  -j-^-  +  2rcsin#cos#-r-  ) 

on  aura  donc  -£■  =  g^Sy  et,  en  intégrant, //  =  Agy  4-  G,  G  étant  une 

constante  arbitraire  qui  peut  être  fonction  de  /,  sans  ô  ni  ex;  si  l'on 
observe  cependant  que,  par  les  mêmes  raisons  pour  lesquelles  nous 
avons  vu  précédemment  que  y,  u  et  v  doivent  être  fonctions  de  0  et  de 
l'angle  ù -+-  T3,p  ne  peut  être  pareillement  que  fonction  de  ces  deux 
quantités,  on  en  conclura  que  G,  ne  renfermant  point  ct,  ne  peut  ren- 
fermer le  temps  t,  et  qu'ainsi  cette  quantité  doit  être  indépendante 
de  /,  0  et  gt. 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  p  et  de  celle  que  nous  avons  trouvée 
précédemment  pour  y,  on  pourra  déterminer  la  précession  des  équi- 
noxes  et  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre  qui  résultent  de  l'action  du 
Soleil  et  de  la  Lune  sur  la  mer;  nous  allons  nous  occuper  de  cette 
recherche  intéressante,  mais  il  ne  sera  pas  inutile  de  faire  auparavant 
quelques  réflexions  sur  le  degré  de  précision  de  la  théorie  précé- 
dente. 

XXI. 

Nous  avons  supposé,  dans  cette  théorie,  h,  i  et  v  constants;  suppo- 
sons, maintenant,  que  l'on  veuille  avoir  égard  à  la  variabilité  de  ces 
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quantités;  on  reprendra  les  équations  (6),  (7)  et  (9)  de  l'article  VI 

,    (du       dv  cos0\       ,    dy 

<6>  *=-p\W*.M*?tt)-*W 

\  d2u  dv    .    a         fl 

-—  —  2  n  -7-  sin  y  cos  d 
l   dt'1  dt 


(7) 


-h  K  sin 2  9  [J  sin2 v  —  cos2v  -+-  *-sin2v  cos (2 9  —  int  —  2  et)] 
-h  2  Kcos2#sinv  cosv  cos (9  —  nt  —  m), 

d*  v   ■   ,  r,  du   .    a        a 

-rTsin2ô  +  in  -7- sin 9  cos 0 
tfr2  dt 


(9)  __    „4r 


AC  sinô  h-  K  sinv  cosv  sin2y  sin(<?  —  nt  —  73)    s 


\  -+-  Ksin2v  sin20sin(29  —  int — 2gj). 

Prenons  pour  premier  méridien  celui  qui  est  perpendiculaire  au 
plan  de  l'écliptique;  soit  s  la  latitude  de  l'astre  au-dessus  du  plan  de 
l'écliptique,  s  étant  toujours  une  très  petite  quantité  dont  nous  négli- 
gerons le  carré  et  les  puissances  supérieures;  soit  encore  900— s 
l'angle  que  forme  le  plan  de  l'écliptique  avec  celui  de  l'équateur,  et 
nommons  z  le  mouvement  vrai  de  l'astre  rapporté  à  l'écliptique,  en 
prenant  pour  origine  l'équinoxe  du  printemps;  <p  exprimera  la  dis- 
tance de  l'astre  au  premier  méridien  comptée  sur  l'équateur,  et  si  l'on 
fait  passer  un  plan  par  le  centre  de  la  Terre,  par  celui  de  l'astre  et  par 
le  point  de  l'équinoxe,  l'angle  que  formera  ce  plan  avec  l'équateur 
sera  900—  £H — s — ;  or,  en  considérant  le  triangle  sphérique  formé 
par  ce  plan,  par  l'équateur  et  par  le  méridien  de  l'astre,  on  trouvera 
par  la  Trigonométrie  sphérique 


cos 


\        sin  z)  1 


cosv  sino 

partant,  on  aura 

cosv  =  cose  sins  +5  sine; 
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d'où  l'on  tire 


sinvrri^/cos's  -+-  sin2esin2.s  —  2s  sine  cose  sine; 

on  aura  ensuite 

i  sin  s  sin  9 


sin 

/               S      \           COSSCOS© 

d'où  l'on 

tire 

co* 

>?  = 

sine  sin.3  —  scose 

v/cos2z  +  sin2s  sin2^;  —  2ssine  cose  sin 

Z 

sin 

?  = 

—  cos  s 

: 

\/cos 

i2--t-sin2e  sin2^  —  25  sine  coss 

sin 

z- 

partant, 

sinvcosv 

sin 

<?=- 

(cose  sin z  h-  s  sine)  cos  s 

et 

sinv  cosv  coscp  =      (sine  sins  —  s cose)  (cose  sirw  -t-  s  sins); 

on  a  présentement 

K       3S 

ri 

cos (9  —  nt  —  gj)  =  sin  9  sin  (nt  -h  m)  -+-  cos  9  cos  (nt  -4-  m)  ; 

substituant  donc,  au  lieu  de  h,  s  et  z,  leurs  valeurs  en  temps  moyen 

dans  la  quantité 

K  sinv  cosv  cos(9  —  nt  —  rn), 

on  aura  une  suite  de  termes  de  cette  forme 

K'  cos  (  nt  -+-  mt  -\-  gt  ■+-  A  ) . 
On  substituera  la  somme  de  tous  ces  termes  au  lieu  de 

K  sinv  cosv  cos (9  —  nt  —  zs), 
dans  l'équation  (7),  et  comme  la  quantité 

Ksinv  cosv  sin  (9  —  nt  —  gj) 
de  l'équation  (9)  résulte  de  la  différentiation  de  la  quantité 

K  sinv  cosv  cos (9  —  nt  —  m) 
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par  rapport  à  cr,  il  est  clair  que  chaque  terme  tel  que 

K'  cos  (  nt  ■+-  mt  +  nr  +  A  ) 
de  l'expression  de 


donnera  le  terme 


dans  l'expression  de 


Ksinv  cos v  cos (9  —  nt  —  m) 


K'  sin(n£  -+-  mt-{--u5  -h  A), 


Ksinv  cosv  sin(cp  —  nt  —  m), 


et  ce  sera  la  somme  de  tous  ces  termes  qu'il  faudra  substituer  au  lieu 
de  cette  quantité  dans  l'équation  (9). 
On  a  pareillement 

C0S(2Cp  —  2llt  —  2Gj)  ==  SÎn2Cp  Sin(2/i£  +  2GT)  -+-  COS29  C0S(2/lt  +  2ns); 

de  plus,  on  a  par  ce  qui  précède 

sin2v  sin2<p  ==  —  2  cos  z(  si  ne  sin*  —  s  cose), 

sin2v  COS29  =  sin2e  sin2^  —  cos2  .s  —  25  sine  cose  s'mz; 

on  aura  donc,  au  lieu  de 

K  sin2v  cos (29  —  int  —  2tn), 

une  suite  de  termes  de  cette  forme 

K'C0S(2/U  H-  imt  -+-  2W  +  2  A), 


et  comme  on  a 


K  sin2v  sin(2<p  —  int  —  237) 


1  d.K  sin2v  cos  (2  9  —  2nt—2xs) 


dny 


le  terme 


donnera  le  terme 


dans  la  quantité 
de  l'équation  (9). 


K' cos (2 nt -h  2 mt-t-  2tb -h  2  A.) 


K's'm  (2  nt  -{-  2 mt  -h  2ijj  -{-  2 \), 


Ksin2v  sin(29  —  2nt  —  2m) 
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Enfin  la  quantité 

£K(sin*v  —  2  cos*v)     ou    |K(i  —  3cos2v) 

donnera  une  suite  de  termes  de  la  forme 

K'cos(mt  ■+-  A). 

Considérons  maintenant  un  terme  quelconque  de  l'équation  (7),  tel 

que 

2K' cos 2 9  cos( nt  ■+-  mt  -+-  nr  -+-  A), 

et  supposons,  pour  plus  de  simplicité,  la  densité  du  fluide  nulle;  on 
pourra  facilement  y  avoir  égard  ensuite,  comme  nous  l'avons  fait  pré- 
cédemment. Le  correspondant  du  terme 

2  K'  cos  2  0  cos  (  nt  -h  mt  -+-  gj  +  A  ) 

sera,  dans  l'équation  (9), 

—  K' sin 2 0sin («£-+-  mt-\-  ts  -+■  A); 

en  n'ayant  égard  qu'à  ces  termes,  on  supposera,  conformément  à  la 
méthode  précédente, 

y  =  a  cos  (nt  +  mt  -+-  gj  -+-  A), 
u  —  b  cos  (  nt  -+-  mt  ■+-  bj  4-  A  ) 

et 

v  =  c  sin(nt  -+-  mt  -+-  gt  +  A), 

a,  b  et  c  étant  fonctions  de  ô  seul;  en  substituant  ces  valeurs  de  y,  u 
et  v  dans  les  équations  (6),  (7)  et  (9),  on  aura  les  trois  suivantes 

,    / db  ,cos#\       ,,dy 

'  \dd  smd/  ad 

—  (n-\-  m)*b  —  in(n  -f-  /n)csin0cps0  =  —  g  -^  -+-  2 K' cos 20, 

—  (/i  -+-  m)2c  sin20  —  2n(n  +  /n)&sin0cos0  =  £■«  —  K'sin2  0. 

Lorsque  m  est  très  petit  par  rapport  à  n,  on  peut,  sans  craindre  aucune 
erreur  sensible,  déterminer  a,  b  et  c,  comme  si  l'on  avait  m  =  o;  d'où 
il  suit  qu'alors  les  parties  des  expressions  de  y,  u  et  v,  qui  dépendent 
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des  quantités 

2  K  COS20  sinv  cosv  cos(cp  —  nt  —  gt) 

et 

K  sinv. cosvsin2  0sin(<p  —  nt  —  gt), 

seront  à  très  peu  près  les  mêmes  que  celles  que  l'on  aurait  en  regar- 
dant 9,  v  et  K  comme  constants  dans  l'intégration,  et  en  substituant 
ensuite,  au  lieu  de  ces  quantités,  leurs  véritables  valeurs  variables, 
ainsi  que  nous  l'avons  prescrit  dans  l'article  XVIÏ. 

Considérons  un  autre  terme  quelconque  de  l'équation  (7),  tel  que 

|K"sin20cos(2/î£+  im' t-\-  2  us -h  2 A'), 
dont  le  correspondait  dans  l'équation  (9)  est 

—  K"sin20sin(2/^  -+-  2/n't-+-  2gt+  2 A'); 
on  supposera,  en  n'ayant  égard  qu'à  ce  terme, 

y  =  a'cos(2nt  -+-  im'  t  H-  2gj  H-  2A'), 

Il  =  è'C0S(2  nt  +  2  m' £  +  257+2  A'), 

ç  =  c'  sin  (2  nt  +  2 m' t  +  2gt  +  2  A'), 
et  l'on  aura,  pour  déterminer  a',  V  et  c',  les  trois  équations 

7    fdb'  ,      7,cos0\       ...  dy 

àa' 

—  b(n  +  m'y  b'—  bn(n  +  m')c' s\n9  co$6  =  —  g~ - -4- ^K" sin 2  0, 

—  4(re  +  /?i')2c'sin20  — 4«(n  +  m/)i'sin0cos0  =  2^a'— K"sin29; 

on  voit  facilement  encore  que,  si  m'  est  très  petit  par  rapport  à  n,  les 
parties  des  expressions  de  y,  u  et  v  qui  dépendent  des  quantités 

{K  sin20sin2v  cos(2Q  —  int  —  2st) 
et 

K  sin2v  sin20  sin(2tp  —  2/it  —  2  et) 


sont  à  très  peu  près  les  mêmes  que  celles  que  l'on  aurait  en  regardant 
o,  v  et  K  comme  constants  durant  l'intégration,  et  en  substituant 
ensuite,  au  lieu  de  ces  quantités,  leurs  valeurs  variables. 
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Relativement  au  Soleil,  les  quantités  m,  m',  . . .  sont  très  petites  par 
rapport  à  n,  parce  que  le  mouvement  moyen  du  Soleil  dans  son  orbite 
n'est  que  la  ~  partie  environ  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre; 
ainsi  les  parties  des  expressions  de  y,  u  et  v  qui  dépendent  des  quan- 
tités 

-|-K  sinaôsir^vcostaç  —  int  —  ixs), 

Ksin2vsin*0sin(2  9  —  int  —  2bj), 

2Kcos20sinvcosv cos(    9 —    nt  —    js), 

K  sinv  cosv  sin20sin(    9 —    nt —    gj), 

(jui  se  trouvent  dans  les  équations  (7)  et  (9),  sont  à  très  peu  près  les 
mêmes  pour  le  Soleil  que  celles  que  nous  avons  déterminées  par  la 
théorie  précédente.  L'approximation  est  un  peu  moins  exacte  pour  la 
Lune,  parce  que  son  mouvement  est  plus  rapide;  mais,  comme  il  n'est 
encore  que  ^  de  celui  de  rotation  de  la  Terre,  on  peut  la  regarder 
comme  suffisamment  exacte. 

Il  nous  reste  présentement  à  considérer  les  termes  de  la  forme 

K'sin2  0cos(m£4-  A), 

que  donne  le  développement  de  la  quantité 

Ksin2#(isin2v  —  cos2v). 

On  supposera,  comme  précédemment, 

y  =  acos{mt  -+-  A), 

u  =  b  cos(mt  +  A) 
et 

v  =  c  s'm (mt  +-  A), 

et  l'on  aura,  pour  déterminer  a,  b,  c,  les  équations 

,   ( db      .  cos0\       „  dy 

—  m*  b  —  2 nmc  sin 0  cos Q  —  —  g—  -\-  K' sin 2 6, 

09 

—  mic  sin* B  —  1  nmb  s\n6  cosQ  =.  o. 

ORuures  de  L.  —  IX.  23 
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Si  l'on  supposait  la  Terre  immobile,  en  transportant  en  sens  contraire 
à  l'astre  son  mouvement  angulaire  de  rotation,  il  faudrait  faire  n  =  o 
dans  les  équations  précédentes;  on  aurait  alors  c  =  o,  et  en  négligeant 
les  quantités  de  l'ordre  m2,  ce  qui  est  permis,  à  cause  de  la  lenteur  du 
mouvement  de  l'astre  dans  son  orbite,  on  aurait  les  deux  équations 


/  (db 


sint?/  oQ 


âa         .  .      a 


d'où  il  résulte  que  les  parties  des  expressions  de  y,  u  et  v  qui  dépen- 
dent de  la  quantité 

Ksin20(|sin2v  —  cos1v) 

seraient  alors  à  très  peu  près  les  mêmes  que  celles  que  l'on  aurait  en 
regardant  v  et  K  comme  constants;  mais  il  n'en  est  pas  ainsi  lorsqu'on 
a  égard  au  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  :  dans  ce  cas,  on  a 


2/1  ,  COS0 

m      sinfl 


et  l'on  déterminera  a  et  b  au  moyen  des  deux  équations 

.    {db       ,cos0\       „dy 

6(4ft2cos20  —  tw2)=  —  g  -^  +K'sin2  0, 

en  sorte  que  a  et  b  ne  sont  plus  ici  les  mêmes  que  dans  la  supposition 
de  n  =  o  ;  la  valeur  de  c,  et  par  conséquent  celle  de  v,  sera  fort  grande, 
si  m  est  très  petit  par  rapport  à  n,  ce  qui  a  lieu  pour  le  Soleil,  car  on 
verra  facilement,  par  ce  qui  précède,  que  mt  est  égal  au  double  du 
moyen  mouvement  du  Soleil,  qui  est  très  petit  par  rapport  à  int,  en 

sorte  que  —  est  fort  grand  et  à  peu  près  égal  à  365;  mais  le  terme  le 

plus  considérable  de  v  est  celui  qui  dépend  de  l'inclinaison  de  l'orbite 
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lunaire,  car  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  quantité 

K({sinsv  —  cos*v) 
produira  un  terme  de  cette  forme 

K' p  s'mzdcos (m't  -h  A'), 

p  étant  la  tangente  de  l'inclinaison  moyenne  de  l'orbite  de  la  Lune  et 

m't  représentant  le  mouvement  moyen  de  son  nœud;  or  ce  mouvement 

étant  environ  dix-huit  fois  moindre  que  celui  du  Soleil,  on  aura,  à  peu 

près, 

^  =  36.365, 
m' 

partant 

c  =  —  36.365  — — s  b  : 
sinG 

à  la  vérité,  la  tangente/)  étant  fort  petite,  b  et  a  seront  eux-mêmes  peu 
considérables,  et  la  valeur  de  c  en  sera  beaucoup  diminuée;  malgré 
cette  diminution,  le  terme  csin(/w' t  -t-  A')  restera  encore  le  plus  con- 
sidérable de  l'expression  de  v. 

Il  résulte  de  là  que  les  parties  des  expressions  de  y,  u  et  v  qui  dé- 
pendent de  la  quantité 

K  sin2Ô(isin,v  —  cos*v) 

sont  bien  différentes  de  celles  que  l'on  a  en  regardant  K  et  v  comme 
constants;  mais  on  doit  observer  qu'à  cause  de  la  lenteur  avec  laquelle 
les  angles  ml,  m't, ...  croissent,  on  ne  peut  se  dispenser,  dans  la  déter- 
mination des  quantités  a,  b  et  c,  d'avoir  égard  à  la  résistance  que  les 
eaux  de  la  mer  éprouvent,  et  en  vertu  de  laquelle  elles  se  remettraient 
bientôt  dans  leur  état  d'équilibre  si  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune 
venait  à  cesser.  Supposons  ici  que  cette  résistance  soit  proportion- 
nelle à  la  vitesse,  il  faut  alors  ajouter  au  premier  membre  de  l'équa- 
tion (7)  la  quantité  p  -r->  et,  au  premier  membre  de  l'équation  (9),  la 
quantité  p-r-sin2ô,  p  étant  un  coefficient  constant  dépendant  de  l'in- 
tensité de  la  résistance.  Pour  avoir  ensuite  les  parties  des  expressions 
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de  j,  u  etv  qui  dépendent  du  terme  K'sin2  0cos(m/  -+-  A),  on  fera 

y  =:  a  cos (mt  -h  A)  -4-  a'  sm(mt  -{-  A), 
u  =  b  cos(mi  +  A)  4-  b'  sm(mt  -+-  A), 
v  =±  c  sin(mt-h  A)  +  c'  cos(mt  -i-  A), 

et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (6),  (7)  et  (9),  on 
aura,  pour  déterminer  les  six  quantités  a,  a ',  b,  b',  c,  c',  les  six  équa- 
tions suivantes  : 


,   fdb       .  cos9\       ,.  ây 
'  \d9  sin  y/  dd 

1    fdb' 


smdj  d9 

An 

—  m2  b  -+-  p  mb' —  2  nmc  sin  9  cos  9  —  —  g  —  -+-  K'  sin  2  0, 

—  m2  6' —  p  wô  4-  2  «/wc'  sin  0  cos  9  =  —  g  -r-r- , 

r  °    ou 

—  m2c  sin2y  —  pmc'sin'y  —  inmb  siny  cosô  =  o, 

—  mic's'm*9  ■+-  pmc  sin20  +  2 nmb' sin 9  cos 9=^  o; 

si  p  est  beaucoup  plus  grand  que  m,  les  quatre  dernières  de  ces  équa- 
tions donneront,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  m, 


in  ,.cosy 
p       sin0 

,           in  .  cos& 
p       sin  y 

da1 

-—*-d9          et 

da                   . 
—  S  37T  ■+-  K.  sin  2  9  =  0. 

On  satisfera  donc  à  toutes  les  équations  précédentes,  en  faisant 

b'=  o,         c  =  o,         a'=  o 
et  en  déterminant  a,  6,  c'  au  moyen  des  équations 


/   (db 


,cosy\      „dy 

+  b^-â  )  —  lbAâ 
siny/  #0 


da       xr.  .      n 
°=~gd~9  +      sin20> 

2/1  ,  cos  9 
c  == b~^-â' 

p      sin  y 
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On  voit  ainsi  que  les  valeurs  de  a  et  b  se  détermineront  connu i 
l'on  avait  m  =  o,  et  qu'ainsi  la  partie  de  l'expression  de  y  qui  dépend 

de  la  quantité 

K(£sinav  —  cossv) 

est  alors  à  peu  près  la  même  que  celle  que  l'on  trouve  en  regardant  K 
el  y  comme  constants. 

La  supposition  de  p  beaucoup  plus  grand  que  m  paraît  être  vraie 
par  rapport  au  Soleil,  car  on  peut  supposer  p  proportionnel  au  temps 
qui  serait  nécessaire  pour  que  la  mer  reprît  son  état  d'équilibre  si 
l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  venait  à  cesser;  or  il  est  très  vraisem- 
blable que  ce  temps  serait  beaucoup  moindre  qu'une  année;  d'où  il 
suit  que  la  valeur  entière  dey,  que  nous  avons  déterminée  par  la  théo- 
rie précédente,  peut  être  regardée  comme  fort  approchée  par  rapport 
au  Soleil.  Cette  même  supposition  de  p  beaucoup  plus  grand  que  m 
pourrait  n'être  pas  exacte  par  rapport  à  la  Lune,  et  alors  la  partie  de 
l'expression  de  y  qui  dépend  de  la  quantité 

K(£sin2v  —  cos2v) 

pourrait  être  sensiblement  différente  de  celle  que  l'on  trouve  en  sup- 
posant K  et  v  constants;  il  paraît  impossible  de  la  déterminer  par  la 
théorie,  parce  qu'on  ignore  la  loi  de  la  résistance  en  vertu  de  laquelle 
la  mer  tend  sans  cesse  à  se  remettre  en  équilibre;  heureusement  cette 
quantité  n'influe  que  sur  les  hauteurs  absolues  de  la  mer,  suivant  les 
différentes  déclinaisons  de  la  Lune,  et  ne  change  rien  aux  autres  phé- 
nomènes des  marées,  en  sorte  que,  si  l'on  suppose,  en  vertu  de  l'action 
de  la  Lune, 

y  =  a  +  6sinvcosvcos(^4-  bt)  -+-  c  sin*v  cos(2*7  +  acr), 

b  et  c  seront  à  peu  près  les  mêmes  que  par  la  théorie  précédente,  et  il 
ne  peut  rester  d'incertitude  que  sur  la  valeur  de  a  ;  nous  croyons 
cependant  que  cette  valeur  ne  s'éloigne  pas  beaucoup  de  celle  que 
donne  notre  théorie. 
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La  considération  d'une  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  peut 
servir  à  lever  une  difficulté  que  l'on  pourrait  faire  sur  ce  que  nous 

avons  supposé,  article  XV,  que  -r-  ne  renferme  aucun  terme  constant, 

c'est-à-dire  indépendant  du  temps  t.  En  considérant,  en  effet,  les  ar- 
ticles II  et  III,  on  voit  que,  pour  l'exactitude  de  nos  calculs,  il  suffit 

que  v,  a  et  ?-  ne  renferment  que  des  termes  constants  ou  pério- 
diques, en  sorte  que  v  peut,  sans  nuire  à  cette  exactitude,  renfermer 
un  terme  proportionnel  au  temps  ;  mais,  si  l'on  reprend  les  équa- 
tions (J)  de  l'article  XV,  on  verra  facilement  que  la  supposition  d'une 
résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  introduit,  dans  le  premier 

membre  de  la  seconde  de  ces  équations,  le  terme  piV-»  et,  dans  le 

premier  membre  de  la  troisième  de  ces  équations,  le  terme  p«^-sin2G; 

or  il  est  impossible  de  satisfaire  alors  à  cette  dernière  équation,  en 

supposant  que  ^-  renferme  un  terme  constant,  sans  que  —  ou  ■£_  en 
renferme. 

On  peut  faire  une  remarque  entièrement  semblable  sur  toutes  les 
manières  de  satisfaire  aux  équations  (J)  de  l'article  XV,  différentes 
de  celle  que  nous  avons  employée  :  il  est  clair,  en  effet,  que  la  suppo- 
sition d'une  légère  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse  ne  fera  que 
changer  extrêmement  peu  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées  ci-des- 
sus pour  j,  u  et  v\  or,  dans  l'hypothèse  d'une  résistance  proportion- 
nelle à  la  vitesse,  le  fluide  n'a  qu'une  manière  possible  de  se  mouvoir; 
car,  si  l'on  suppose,  par  exemple,  qu'il  en  existe  deux,  et  que  l'on 
nomme  y',  u'  et  v'  ce  que  sont  y,  u  et  v  dans  la  première  et  y">  u"  et 
v"  ce  que  sont  y,  u  et  v  dans  la  seconde,  les  équations  du  problème 
étant  linéaires,  il  est  clair  que  y"  —  y',  u"—  u'  et  v"  —  v'  satisferont 
pour  y  y  u  et  v  à  ces  mêmes  équations,  en  y  supposant  K  =  o,  c'est- 
à-dire  en  supposant  l'astre  attirant  anéanti;  mais  il  est  évident  que, 
dans  ce  cas,  le  fluide  doit  à  la  longue  se  mettre  en  équilibre,  ce  qui 

donne 

y"—  y'=o,        u" — u'=o        et        v"~  v'  =  o. 
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Donc  le  fluide  n'a  qu'une  façon  possible  de  se  mouvoir  dans  l'hypo- 
thèse d'une  légère  résistance  proportionnelle  à  la  vitesse;  or,  en  né- 
gligeant les  termes  de  l'ordre  de  cette  résistance,  on  aura  pour  y,  u  et 
v  les  valeurs  que  nous  avons  trouvées  précédemment,  ce  qui  peut 
servir  de  confirmation  aux  raisonnements  de  l'article  XIV. 
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Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1776;  1779. 


Les  recherches  qui  font  l'objet  de  ce  Mémoire  étant  une  suite  de 
celles  que  j'ai  données  dans  le  Volume  précédent  (p.  75  et  suiv.)(2)  et 
que  leur  longueur  ne  m'avait  pas  permis  d'y  insérer  en  entier,  je  con- 
serverai ici  l'ordre  des  articles  et  les  dénominations  de  mon  premier 
Mémoire  ;  et,  comme  il  est  nécessaire  pour  l'intelligence  de  ce  qui  suit 
d'en  rappeler  les  principaux  résultats,  je  saisirai  cette  occasion  pour 
les  présenter  d'une  manière  plus  simple,  à  quelques  égards,  que  celle 
dont  j'ai  fait  usage,  et  pour  les  développer  avec  plus  d'étendue. 

XXII. 

Considérons  une  molécule  fluide  M,  placée  à  la  surface  de  la  mer,  et 
dont,  à  l'origine  du  mouvement,  ô  soit  le  complément  de  la  latitude, 
cj  la  longitude  par  rapport  à  un  premier  méridien  fixe,  ou  qui  ne  par- 
ticipe point  au  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  ;  supposons  qu'après 
le  temps  ty  8  se  change  en  6  -+-  au,  gj  en  vs  -h  nt  -+-  aç\  nt  représentant 
le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  et  a  étant  un  coefficient  extrê- 

(t)  Remis  le  7  octobre  1778. 

(  -  )  Œuvres  de  Laplace,  t.  IX,  p.  69  et  suiv. 
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mement  petit;  soit  aj  l'élévation  de  la  molécule  au-dessus  de  la  sur- 
face de  la  mer  considérée  dans  l'état  d'équilibre  auquel  elle  serait 
parvenue  depuis  longtemps,  sans  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune. 
Représentons  par  aBA  et  aCA  les  composantes  de  l'attraction  d'un 
sphéroïde  aqueux  dont  le  rayon  est  i  4-  ay  sur  la  molécule  M,  décom- 
posée perpendiculairement  au  rayon  du  sphéroïde,  dans  le  plan  du 
méridien  et  dans  celui  du  parallèle,  A  exprimant  la  densité  des  eaux 
de  la  mer.  Soient  encore  S  la  masse  de  l'astre  attirant,  v  le  complé- 
ment de  sa  déclinaison,  <p  sa  longitude  comptée  sur  l'équateur  depuis 
le  premier  méridien,  h  sa  distance  au  centre  de  la  Terre,  que  nous 
supposons  très  considérable  relativement  au  rayon  du  sphéroïde  ter- 
restre dont  nous  prenons  le  demi  petit  axe  pour  unité;  que  l'on  fasse 

3S 

et  que  l'on  désigne  par  g  la  pesanteur,  et  par  /y  la  profondeur  de  la 
mer,  /  étant  très  petit,  et  y  étant  une  fonction  quelconque  de  G;  cela 
posé,  nous  sommes  parvenu  (art.  VI)  aux  trois  équations  suivantes, 
dont  dépend  la  détermination  des  oscillations  de  la  mer, 

/z?.  /     d.uysind       ,    dv 

(6)  ^—^re— M ^35' 

i    \  ^c    .    m    ,  du    .     c         .  dy        «a    i    a        àR 

(q)  -j-t  smz 6  -h  2 n  —  suid  cosd  =  —  g-^-  ■+•  CAsin0  +  -r— , 

dt2  dt  °  dm  dm 

R  étant  égal  à  K[cos6cosv  ■+■  sin9sinvcos(cp  —  nt  —  ci)]2.     ' 

Nous  observerons  d'abord  sur  ces  équations  qu'elles  supposent  im- 
mobile le  centre  de  gravité  du  sphéroïde  recouvert  par  le  fluide,  et 
cette  supposition  est  légitime,  comme  nous  l'avons  prouvé  dans  l'ar- 
ticle V,  toutes  les  fois  que  le  fluide  est  dérangé  de  l'état  d'équilibre 
par  l'attraction  d'un  astre  quelconque  éloigné;  mais  le  fluide  peut  à 
l'origine  du  mouvement  avoir  reçu  un  ébranlement  tel  que  ce  centre 
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iif  reste  pas  immobile,  et  qu'il  fasse  des  oscillations  autour  du  centre 
île  gravité  du  système  entier  du  sphéroïde  el  du  fluide,  que  l'on  peut 
toujours  regarder  comme  immobile.  Pour  être  en  droit  de  considérer 
alors  le  centre  de  gravité  du  sphéroïde  comme  étanl  en  repos,  il  tant 
transporter  continuellement  en  sens  contraire  aux  molécules  fluides 
les  forces  qui  l'agitent.  Maintenant  il  est  clair  que  ce  centre  ne  peut 
faire  que  des  oscillations  de  l'ordre  aj;  d'où  il  suit  que  la  force  qui 

l'anime  à  chaque  instant  ne  peut  être  que  de  l'ordre  de  <*--fk',  en  trans- 
portant en  sens  contraire  cette  force  à  la  molécule  M,  il  en  résultera, 

d1v 
dans  les  équations  précédentes,  des  termes  de  l'ordre  de  a-— ,  que 

l'on  peut  rejeter  comme  étant  de  l'ordre  de  a/-^--  Ces  équations  ex- 
priment donc  généralement  les  oscillations  d'un  fluide  qui  recouvre 
un  sphéroïde  dont  le  centre  est  supposé  immobile,  quelle  qu'ait  été 
d'ailleurs  la  nature  de  l'ébranlement  primitif,  pourvu  qu'on  le  sup- 
pose de  l'ordre  a. 

Nous  observerons  ensuite  que  l'on  a  par  l'article  I,  en  y  changeant 
[jl  en  y  et  en  y  supposant  a  =  i, 

n         àA       4       dy 

BT*»:tJff»' 

C  sin  9  =  2  ^ — h  7  arc  -~  • 

ans       6       ors 

«  exprimant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon;  donc 
B  dB  -+-  C  dus  sinS  =  2  (^dd  -+-  d~  dwj  +  |  «*(%M  +  ^  dw\ 


Soit 
et  l'on  aura 


D  =  3A  —  |7T-+-  |arc/, 


BA=^A,         CAsin0=^A. 
ad  dm 
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La  valeur  de  D  est  facile  à  déterminer  lorsqu'on  connaît  le  rayon 
i  -+-  ccy  du  sphéroïde,  car  on  a,  par  l'article  I, 

I      /     [2  sin3/?sin2<7(i-f-  ay)  +  a(y' —  y)  sin  p]  dp  dq 

0    *A> 

I      /    y'smpdpdq, 

0    «A 

ce  qui  donne 

/    /'  sin/>  dp  aty. 

XXIII. 

Si  l'on  suppose  n  ==  o  et  y  =  1 ,  les  équations  (6),  (7)  et  (9)  de  l'ar- 
ticle précédent,  deviendront 

.    .  ,d.u  sin 9       ,  dv    .    A 

f  d9  dm 

d*u  dy       àl)  ,       àR 

■ z=  —  £r  — — -  -4- A  -4-  • 

dP  b  d9        d9     ^  d9* 

—  sin2S  =  --     &-      —A      — 
dt'z  ~~         dm       dm  dm 

La  seconde  de  ces  équations  donne 

.  d*  d.us\n9       .    d2y   .    a       ,    dy       „ 

,d2D  .    .    a      ,dB  .         i 
_/__Asin0-/^Acosô 


,<}2R   .    a      fdR       . 
ot/2  ac> 


La  troisième  donne 


dt*  dm  m     ~  sin9  dnr2       sinÔ  dts2  sinfl  dm* 
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En  ajoutant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  et  observant  que 
l'équation 


donne 


on  aura 


.    .  ,0.us\nO       ,dv. 


d*y   .    „  .d*d.usm9       ,  d*    dv    .    a 

dt*  dt1        00  dt*  dm 


d*y iv&y       ,dycosd         Ig     d'y 

~dti*  ~  8W  +  8~dê  sïnë"4-  sîn^  dm* 

aVDA_    dDcos9  /      d*B 

de*  dS  sin0  sin*6  dm* 

,<PR  _  ,£R  cosô /      d'R 

de*  de  sinô       sin2£  dm*' 


C'est  à  l'intégration  de  cette  équation  aux  différences  partielles  que  se 
réduit  alors  la  détermination  des  oscillations  du  fluide. 

11  paraît  extrêmement  difficile  de  l'intégrer  généralement  en  y  sup- 
posant A  =  o,  et  à  plus  forte  raison  en  supposant  A  quelconque;  car, 
quoiqu'il  soit  facile  de  conclure  la  valeur  de  D  de  celle  de  y,  cepen- 
dant la  première  ne  dépend  pas,  à  proprement  parler,  de  la  seconde, 
suivant  un  rapport  analytique;  tout  ce  que  l'on  peut  faire,  dans  l'état 
actuel  de  l'Analyse,  est  donc  de  satisfaire  à  cette  équation  dans  les  cas 
particuliers,  dont  aucun  ne  mérite  plus  d'attention  que  celui  dans 
lequel  on  considère  le  fluide  comme  ayant  été  primitivement  en  équi- 
libre. 

Pour  déterminer,  dans  ce  cas,  les  oscillations  du  fluide,  nous  obser- 
verons que  l'on  a,  par  des  réductions  fort  simples, 

d*R      <m  cosj9  i      d^R 

de*  +  de  sinfl  +  sin^  'dm* 

=  —  K(n-  3cos2  0)  (cos'v  — jsin*v) 

—  6K  sinaOsinv  cosv  cos(<p  —  nt  —  m) 

—  3Ksinîôsin,vcos(2  9  —  int  —  2cr); 
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l'équation  (S)  deviendra  donc,  en  y  supposant  d'abord  A  —  o, 

id2y       ,    d*y       ,    dy  cos#         Ig     à2  y 
— —  —  If  — *-  -+-  le  — 1 - — 
dt-        b  dO2        ë  de  sin0       sin20  dm2 
-+-  /K(i  -+-  3  COS20)  (cos2v  —  |sin2v) 
1              -+-  6/K  sin2Ôsinvcosvcos(9  —  nt  —  xs) 
H-  3/Ksin20sin2v  cos(2  9  —  int—ins). 

Il  est  assez  naturel  de  penser  que  la  forme 

x  (  i  -h  3  cos 2  9 )  -+-  x'  sin  2  0  -+-  x"  sin2  0 

peut  satisfaire  pour/  à  cette  équation,  x  étant  fonction  de  /  seul,  et  x' 
et  x"  étant  fonctions  de  /  et  de  xs.  En  effet,  si  l'on  suppose 

d*x'  ,  t        d2x"  „ 

jsr=-f    et    w=~*?.: 

on  parviendra  facilement  aux  trois  équations  suivantes  : 

~  ■+-  blgx  —  /K(cos*v  —  g  sin2v), 

<i2^' 

6lgx'=  6/Ksinv  cosvcos(a>  —  nt  —  bt), 


6lgx"=  3/Ksin2vcos(2<p  —  2nt  —  2bt). 


Ces  trois  équations  sont  faciles  à  intégrer  par  les  méthodes  connues,  et 
l'on  déterminera  les  constantes  arbitraires  de  leurs  intégrales  par  ces 

conditions  que  -tz->  x,  -j-,  x",  —t-  doivent  être  zéro  lorsque  t  =  o.  11 

â2x' 
résulte  de  ces  mêmes  conditions  que  les  suppositions  de  -y-y  =  —  x' 

et  de  -r-y-  =  —  l\x"  sont  légitimes,  car,  en  différentiant  l'équation  en 

â2x' 
x'  deux  fois  de  suite  par  rapport  à  zs,  et  faisant  -r— F  =  —  s',  on  aura 

dis' 

-T-ç  -+■  6lgs'=  6/Ksinvcosvcos(9  —  nt  —  zs). 

Or  cette  équation  est  la  même  que  l'équation  en  x';  de  plus,  les  deux 
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constantes  arbitraires  do  son  intégrale  sont  les  mènes,  car,  puisque,  y 
l'origine  du  mouvement,  on  a 


d.r 

x  —o         et         — j—  —  o, 
dt 


il  est  clair  que  l'on  a,  à  cette  origine, 


d'x' 

et 

d  d%x' 

dt  7foï  ~0; 

partant, 

s'=  o 

et 

ds' 
Tt=°' 

donc 

s'=x' 

ou 

â*x' 

— =  —  X. 

Si  l'on  différence  pareillement  l'équation  en  x"  deux  fois  de  suite  par 
rapport  à  w,  et  que  l'on  fasse 

0  x    —  —  js" 

àtf  -    4  ' 

on  aura 

d*s" 

—t-^  -\-6lgs"  =  3/K  sin*  v  cos(2tp  —  int  —  2gt), 

équation  qui  est  la  même  que  celle  en  x"\  et,  comme  on  a,  à  l'origine 

du  mouvement, 

ds" 

s-o         et         —r  —  o, 
dt 

on  aura 

x"  =  s"; 

partant, 

Lorsqu'on  aura  déterminé,  par  ce  qui  précède,  la  valeur  de  y,  on  aura 
celles  de  u  et  de  v,  en  intégrant  les  équations 

d*u  _  dy       âR  d*v    .  ,«__     ày       àR 

dt'    —         gdd~hddy  dt*    SlU  gàT3~^àTB 

it  rn  déterminant  les  constantes  arbitraires,  de  manière  que  l'on  ait, 
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à  l'origine  du  mouvement, 

du  dv 

Il  =  O,  —r  —  O,  ('  —  O,  -i-  —  O. 

'  dt  dt 

Supposons  maintenant  A  quelconque,  et  voyons  si  fia  orme  précé- 
dente de  y  peut  subsister  et  si  l'on  peut  toujours  faire 

y  —  x(\-\-  3cos2#)  -h  x'  sinzQ  4-  x"  sin^Q 

ou 

j~  2d?(3  cos20  —  i)  +  2.r'sin0cosô  -\-  x"  sin20, 

ocf  et  o?"  étant  des  fonctions  de  xs  et  de  t,  telles  que 

*^=-*        et       â5T=-^- 

En  intégrant  ces  deux  équations,  on  aura 

x'  =  a  sin    (9  —  gt)  4- 6  cos    (9  — gj), 
•#"  =  a'  sin2(9  —  sj)  4-  b'  C0S2(9  —  gj); 
donc 

y  =  a#(3  cos2#  —  1)  4-  2sin(5cos#  [a  sin(    9—    gt)4-6cos(   9—    gt)] 

4-  sin2 0  [a'  sin (2 9  —  257)  4-  6'cos(29  —  2gt)]. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité, 

y—  h  4-A(,)  COS0  +  A(S>  C0S2#4-..  .4-/i(5)  C0S*6 

4-[asin(    9—    nr)4-6cos(    9—    gt)]  sinô  cos#(/4-/(1)  sin2S  4-. .  .4-/(,)  sin2,'0) 
4-  [«'sin(29  —  2cr)  4-  6'cos(29  —  2gt)]  sin20(/>  4-/?(1)  sin20  4-. .  .-\-  p(r)  sin2''0), 


l'équation 
donnera 


~A  =  CAsim 


I)A  =  Ay'Csin0jGT; 
on  aura  donc,  par  l'article  IX, 

DA-G+    [a  sin(    9—    gi)4-6cos(   9—    gt)]  sin#cos0(X  4-  X*1)  sin2Ô  4-. . .  4-  l(r>  sin-'1 6) 
4-K«'sin(2?  — 2GT)  4-ft'cos(2  9  — 2cj)]sin20(/4-/t(,)  sin20  4~.  ..4-/(,,)  sin2'-0), 
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X,  X(,),  X(2),  ...,  k,  X(,),  1{2),  ...  étant  des  coefficients  faciles  ii  déter- 
miner par  l'article  cité;  \{r)  étant  égal  à    ,        .  f{r\  et  l(r)  égal  à 

Stt  A 

7 *P{r)'  G  est  une  constante  arbitraire  qui  peut  être  fonction  quel- 
conque de  0;  or  il  est  clair  que  cette  fonction  n'est  autre  chose  que  la 
valeur  de  DA,  lorsqu'on  suppose 

jr=A  +  /i(1)  COS0  4-.  .  .4-  AC'cos'0; 

et  comme  on  a 

/    ys'mpdpdq, 

on  aura,  par  l'article  IX,  pour  G  une  expression  de  cette  forme 

G  =  ff  4-  ff'1)  COS  0  +  <7<2>  COS2  0  H-  ...  4-  ff<*>  cos*  0, 

a-,  a(,),  . . .  étant  faciles  à  déterminer,  et  crw  étant  égal  à  — - — hw;  par- 
tant, 

D  A  =  CT  4-  <7(,)  COS0  M-  ffW  COS2  0  4- ...  4-  ffO  COS*  0 

-+-    [a  sin(<p  —  gt)  4-  &  cos(<p  — gt)]  sin0cos0(X  4-X(1)  sin2  0  4-..  .4-  X(,,)  sin2''0) 
4-  |[a'sin(2<p  —  a  tu)  4-  6'cos(2<p  —  an)]  sin20(/.  4-  /.(1)  sin2  0  4-. . .  4-  £(r)  sin2''  0). 

Dans  le  cas  présent, 

s  =  2,        /i(,>  =  6;r,        /i(1)  =  o,        /-  =  o,        /=»>        />  =  *; 
d'où  il  est  aisé  de  conclure 

*<»>=*/ ira? A,         <7<^  =  o,         X  — |*A,         /  =  !7rA; 
partant, 

DA  =  f  7r  Aic(3  cos20  —  i)  4-  f  7rA;r'sin0cos04-f  71  Ad?"  sin2  0  4- a  4-  f  rc  A/ 

=  |7rAj4-o-4-|7rAic; 

l'équation  (S)  se  changera  ainsi  dans  la  suivante 

^r  _//„_*  _An  /^!r  ,  ^r  ços_0     _j_  ^\ 
^  —  né     s  ■**)  y  dQt  -t-  âQ  sinQ  -i-  ginl0  ^^ 

,  ^R  _  .  dR  cos0 /_  <FR 

<?02  dS   sin0       sin20  dcr2"' 
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qui  ne  diffère  de  l'équation  (S')  qu'en  ce  que  g  se  change  en  g  —  }tîA; 
d'où  l'on  voit  que,  à  ce  changement  près,  le  cas  de  A  quelconque  rentre 
dans  celui  de  A  =  o,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé 
dans  l'article  IX. 

XXIV. 

Considérons  maintenant  le  cas  de  la  Nature,  dans  lequel  n  n'est  pas 
nul.  Au  lieu  de  chercher  à  ramener,  comme  dans  le  cas  précédent,  la 
détermination  des  oscillations  du  fluide  à  une  seule  équation  différen- 
tielle, il  est  plus  simple  de  considérer  les  équations  (6),  (7)  et  (9)  de 
l'article  XXII,  dont  elles  dépendent,  sous  cette  forme 


ysinOrz 

=  — 

dv 

dm' 

d-  u' 
~dlF 

dv 

—  2/1-7- 

dt 

z  sin#  cosô  -— 

rr 

Jy' 

7?  »**■+** 

du' 
dt 

sin#cos0 

==- 

dy' 

' 8 dm 

y'  étant  égal  ày— -D  —  -R,  z  étant  égal  à  y  sinQ,  et  u'  étant  égal 


a  U: 


Pour  satisfaire  à  ces  équations,  supposons 

y  ■=  a  cos  (  it  H-  sm  ■+-  A  ), 

y'=  a'  cos(it  4-5CJ+  A), 

u'=b  cos  (it  -\- sm  -h  A), 

■  v  =  c   sin(it  -i-5GT  -+■  A), 

iets  étant  des  coefficients  constants  quelconques,  et  a,  a',  b,  c  étant 
des  fonctions  de  G  seul.  Les  trois  équations  précédentes  donneront, 
cela  posé,  les  suivantes  : 

asin0  =  — /-jâ  —  Iscz, 

àaf 

(Z)  {  i*b  -+-  2 niez  sin0  cos9  =  gz  -r^-, 

.,      .   , .       2nibs>\nQ  cos9 

r  c  sin2  6  H — ==  —  gsa'. 
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On  tirera  des  deux  dernières 


b  — 


c  = 


(  ■  •    aàa'  ,         > 

£•£  I  i  sim  8-TT+2  nsa'  cos  9 

i  sin0(t2 —  4«*cos20) 


ç-    wa  -+-  2/î  sin0  cosi 


dd) 


isin^i8  —  4«2cos20) 


en  sorte  que  l'on  connaîtra  b  et  c,  et  par  conséquent  les  vitesses  hori- 
zontales -j-  et  -77  sinO  du  fluide  lorsqu'on  aura  déterminé  a'.  Si  l'on 
substitue  présentement  ces  valeurs  de  b  et  de  c  dans  l'équation 

a  sin0  = —  l-^  —  &cs, 
ou 

et  que  l'on  fasse  sinO  =  x  et  dïr  constant,  on  aura 

ixza{P  —  4n!+  4/**^*)* 

d2«' 
==  —  lg-zixi(i  —  x1)  (i*  —  4«,-+-4«î^î)-r- j 

4-^^H_(^-h4«2~4«2^) 

-i-  /£\ssa'[(w  h-  2/i)  (*2  —  4«*-H  4«*^*)  -+-  i6nîo;I(i—  x2)] 

—  lg-^-x(i  —  a?2)  (t1  —  4'**+  ^n2xz)  (  ix- h  insa'  ). 

Cette  équation  renferme  toute  la  théorie  des  oscillations  de  la  mer; 
il  n'est  même  pas  nécessaire  de  l'intégrer  :  il  suffit  d'y  satisfaire,  car 
nous  n'avons  besoin  que  de  connaître  la  partie  des  oscillations  du 
fluide  qui  dépend  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune,  et  nullement 
celle  qui  est  relative  à  l'état  primitif  du  fluide,  puisqu'il  est  évident 
qu'elle  doit  s'anéantir  à  la  longue,  en  vertu  des  frottements  et  géné- 
ralement des  résistances  que  le  fluide  éprouve,  et  qui  depuis  long- 
temps l'auraient  fait  parvenir  à  l'état  d'équilibre,  sans  les  attractions 
du  Soleil  et  de  la  Lune  qui  l'en  dérangent  sans  cesse.  Pour  satisfaire 
à  l'équation  (T),  il  est  nécessaire  de  connaître  i  et  s;  il  faut,  de  plus, 
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connaître  a!  en  a.  Or,  si  l'on  suppose  que  le  coefficient  de 

COS(^-t-SGT  +  A), 

dans  R,  soit  N,  et  que  celui  du  même  cosinus  dans  DA,  soit  e,  on  aura 

a  =  a —  —  JN  ; 

8       8 

on  déterminera  e  par  l'article  XXIII,  lorsqu'on  connaîtra  la  forme  de 
a,  et,  pour  y  parvenir,  on  cherchera  d'abord  la  valeur  de  a  dans  la  sup- 
position de  A  =  o;  on  supposera  ensuite  à  l'expression  de  a  la  même 
forme  dans  le  cas  de  A  quelconque,  avec  des  coefficients  indéterminés, 
et  l'on  en  tirera  la  valeur  de  e  et,  partant,  celle  de  a';  en  substituant 
ensuite  ces  valeurs  de  a  et  de  a!  dans  l'équation  (T),  on  déterminera 
les  coefficients  indéterminés  de  l'expression  de  a.  Cette  méthode  sup- 
pose, à  la  vérité,  que  la  valeur  de  a  est  de  la  même  forme  dans  les 
deux  cas  de  A  =  o  et  de  A  quelconque;  mais  il  est  facile  de  s'assurer, 
par  les  articles  IX  et  XXIII,  que  cette  supposition  est  légitime  toutes 
les  fois  que  la  valeur  de  a  peut  être  exprimée  par  une  fonction  ration- 
nelle et  entière  de  sinO  et  de  cosÔ. 

Considérons,  cela  posé,  les  différents  termes  de  l'expression  de  R; 
on  a,  par  l'article  XXII, 

R  =  R[cos0cosv  -f-sin#sinvcos(9  —  nt  —  cr)]2 
s=  K  cos2  v  -+-  |K  sin2  (?(sin2  v  —  2  cos2  v) 

-+-  2Ksin0cos0sinvcosvcos(/^  -+-  nr  —  9). 
4-f  Ksin2  0sin2  v  cos (2/1*4-  2gt  —  29). 

K,  y  et  cp  sont  donnés  par  la  loi  du  mouvement  de  l'astre  en  fonctions 
du  temps  t;  et,  si  l'on  développe  par  la  méthode  de  l'article  XXI  la 
valeur  précédente  de  R,  on  aura  :  i°  au  lieu  de 

Kcos2v  +  iKsin20(sin2v  —  2cos2v), 

une  suite  de  termes  de  la  forme 

(K/  +  K"sinî0)cos(^  +  A); 
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20  au  lien  <le 

2Ksin#cos0sinv  cosv  cos(nt  -+-cj  —  9), 

une  suite  de  termes  de  la  forme 

K'  sin  6  cos  Q  cos  (  it  4-  rs  -+-  A  )  ; 

3°  au  lieu  de 

{  K  sin2  0  sin2  v  cos(2/j/  +  2^  —  29), 

une  suite  de  termes  de  la  forme 

K'sin20cos(*7  4-  2gt  +  A), 

K',  K' et  A  étant  des  coefficients  constants  quelconques.  La  valeur  de  / 
sera  peu  considérable  par  rapport  à  n  dans  les  termes  de  la  première 
forme;  car  on  aurait  i  =  o  si  l'astre  attirant  n'avait  aucun  mouvement 
dans  son  orbite,  auquel  cas  K,  v  et  <p  seraient  constants;  donc,  les 
mouvements  du  Soleil  et  de  la  Lune  dans  leurs  orbites  étant  beaucoup 
moindres  que  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  i  est  très  petit  par- 
rapport  à  n,  et  il  résulte  de  l'article  XXI  que,  si  l'on  considère  l'orbite 
de  l'astre  comme  circulaire,  i  est  égal  à  zéro  ou  à  imy  mt  exprimant 
son  moyen  mouvement.  Dans  les  termes  de  la  seconde  forme,  i  diffère 
très  peu  de  n,  et  cette  différence  est,  par  l'article  XXI,  zéro  ou  im, 
dans  le  cas  de  la  circularité  de  l'orbite;  enfin,  dans  les  termes  de  la 
troisième  forme,  i  est  peu  différent  de  iny  et  cette  différence  est 
encore  zéro  ou  im,  dans  le  cas  où  l'orbite  de  l'astre  est  circulaire. 
Nous  pouvons  donc  ranger  dans  trois  classes  différentes  les  termes 
de  l'expression  de  R  et,  par  conséquent,  ceux  dey;  la  première  com- 
prend les  termes  de  la  forme 

(K'-t-  K"  sins  9)  cos(it  +  A); 

ces  termes  sont  indépendants  de  n,  et  la  longueur  de  leur  période  esl 
proportionnelle  au  temps  de  la  révolution  de  l'astre  dans  son  orbite; 
la  seconde  classe  comprend  les  termes  de  la  forme 

K'  sin#cos0cos(*'£  4-  ro  +  A), 
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dont  la  période  est  d'un  jour  à  peu  près;  la  troisième  comprend  les 

termes  de  la  forme 

K'  sin*  6  cos (it  -\-  2tb  -t-  A), 

dont  la  période  est  d'environ  un  demi-jour.  Nous  allons  discuter  sépa- 
rément ces  termes  et  leur  influence  sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer. 


XXV. 

Examen  des  termes  de  la  première  classe. 

Les  termes  de  cette  classe  que  renferme  l'expression  de  R  et  qui, 
comme  nous  venons  de  le  voir,  résultent  du  développement  de 

K  cos2  0  cos2  v  4-  \  K  sin2  0  sin2  v 

ou  de 

K  cos2  v  -+-{Ksin2#(sin2  v  —  i  cos2  v), 

sont  visiblement  de  la  forme 

(K'+K"sin20)cos(^-f-A). 

En  représentant  donc,  comme  ci-dessus,  par  a,  a'  et  e  les  coefficients 
de  cos(it  -h  A)  dansj,  y'  et  DA,  on  aura,  par  l'article  précédent, 

a!— a—  ---(K'+K".z-2). 
S       8 

De  plus,  il  faudra  supposer  s  =  o  dans  l'équation  (T),  et,  comme  i  est 
très  petit  par  rapport  à  n,  on  pourra  y  négliger  i,  eu  égard  à«2.  Si  l'on 
considère  ensuite  le  sphéroïde  terrestre  comme  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution, la  profondeur  de  la  mer  sera  /-+-  ^sin26,  en  sorte  que  l'on  aura 

y  =  i-f-  j  sin20, 


ce  qui  donne 

q  étant  un  coefficient  constant  quelconque  très  petit  et  du  même  ordre 


x  +  j  oc3 
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que  /;  l'équation  (T)  deviendra  ainsi 

j  da'  (        3  7    ,       ao     A 

Pour  y  satisfaire,  supposons 

a  =  h  +  AW^«^  Af»«f*-4- AW^h-,  . . . 

Nous  aurons,  par  l'article  XXIII, 

-  =  -(<7+  a^'^-J-  <7(2»^4+  <7<3>  *6 -t- .  .  .); 

partant, 

«'=//----  K'  +  (a<»)  —  *!L*  —  I K#)a?»  h-  (V>  -  ~\x>  +  .... 

En  substituant  ces  valeurs  de  a  et  de  a!  dans  l'équation  ( T  ),  et  com- 
parant les  coefficients  des  différentes  puissances  de  x,  nous  aurons 
une  suite  d'équations  dont  la  (r-j-  3)itme  sera 

777  (/<(r+2)  ~  yi(r4"1)  )  =  ( 2 /'  -h  6)8  (  A('-+3'  —  -— -  j 

+  (2/-  +  4)[f(2/-  +  6)-(2/-4-3)j(A('^--1 

(1   f  rjU'+l) 

—  (a/-  +  2)(ar  +  3) |    A(r+1»-  ^— ■ 

Si  l'on  suppose  que  la  suite  A  •+•  A(,,.r2  h-  A(2)a?-'  +  . . .   se  termine 
après  le  terme  h[r+i) x2r+,i ,  on  aura,  non  seulement 

mais  encore 

ffo<+*>=o,         o-<;,-,-3,  =  o,  

De  plus,  on  a  par  l'article  XXI II 

OEwrcsdeL.—  IX.  26 
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l'équation  précédente  donnera  ainsi 

/+"2_/„,.  ,  „w„„  ,  2\9T  4*A 


^  =  (2r  +  2)(2r  +  3)|[] 


(4'-  +  5)^. 


Or,  si  l'on  nomme  A(<)  la  densité  moyenne  du  sphéroïde  terrestre,  on  a 
à  très  peu  près  g  =  f  t:A(0;  on  aura  donc 


9  = 


4l~(4H^>](ar'+5r  +  3) 


On  déterminera  ensuite  h,  h{l),  h{2), ...,  h(r+{)  au  moyen  des  r-h  2  équa- 
tions que  donne  la  comparaison  des  coefficients  des  puissances  de  x. 
Si  l'on  prend  un  grand  nombre  de  termes  dans  la  suite 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  suppose  r  considérable,  on  aura  à 
très  peu  près  g  =  o,  en  sorte  que  la  valeur  de  a,  que  l'on  déterminera 
par  la  méthode  précédente,  sera  la  même  à  très  peu  près  que  si  la  pro- 
fondeur de  la  mer  était  constante;  cette  méthode  peut  donc  servir  à 
trouver  des  valeurs  approchées  de  a,  dans  cette  hypothèse  de  profon- 
deur qui,  comme  nous  le  verrons  dans  l'article  suivant,  est  à  peu  près 
celle  de  la  nature  :  il  n'est  pas  même  nécessaire  de  prendre  pour  r  un 
très  grand  nombre,  car,  en  faisant  par  exemple  r  =  10,  on  a 


253# 


i5W 


or  cette  valeur  de  q,  étant  du  même  ordre  que  (  —  )  >  peut  sans  erreur 
sensible  être  supposée  égale  à  zéro. 

Il  est  essentiel  de  prévenir  ici  une  difficulté  fondée  sur  ce  que  la 
masse  entière  du  fluide  doit  rester  constamment  la  même,  ce  qui 
exige,  ainsi  que  nous  l'avons  remarqué  dans  l'article  XII,  que  la 
double  intégrale 

J/iTC      .,271 
I      /      y  sin0  dd  dm 
0    «/& 
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soit  nulle.  Or  il  est  nécessaire  pour  cela  que  l'on  ait  dans  les  mêmes 
limites 

f      a  s'\nQcos(it  ■+-  A)dQdrs 

0       "0 

et,  par  conséquent, 

o  =rr  /     a  sin#£/0; 

en  substituant  au  lieu  de  a  sa  valeur  que  nous  venons  de  trouver,  il 
semble  qu'il  doit  en  résulter  une  nouvelle  équation  entre  les  coeffi- 
cients A,  h{,),h{2), . . . ,  et,  comme  on  a  déjà  entre  ces  mêmes  coefficients 
un  nombre  d'équations  suffisant  pour  les  déterminer,  en  substituant 
dans  la  nouvelle  équation  leurs  valeurs  connues,  on  aura  une  équation 
de  condition  entre  les  quantités  n,  l,  A  et  A(,),  en  sorte  que  la  solution 
précédente  ne  paraît  pas  s'étendre  au  cas  général  où  ces  quantités 
sont  quelconques. 

Cette  difficulté  cessera  d'en  être  une  si  nous  faisons  voir  que, 
lorsqu'on  aura  déterminé  a  par  la  méthode  précédente,  la  quantité 

j    asinQdft  s'évanouira  d'elle-même;  pour  cela,  reprenons  la  pre- 

mière  des  équations  (Z)  de  l'article  précédent,  et  observons  que,  dans 
le  cas  présent,  elle  devient 

db 


asinô  =  —  /  , 

partant, 

.     ôa' 
lgz~dë 

asm9dd--lb-\-U=-  ^ ,    ,        flï  +  H, 


jf 


H  étant  une  constante  arbitraire  qui  doit  être  telle  que   /    asiuQr/O 

•A 
soit  nulle  lorsque  6  =  o,  et  comme  on  a  dans  ce  cas 


Ôa' 

Je 


laz  se  —  °> 


on  aura 

H 
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de  plus,  l'intégrale  /  «sinôûfô  devant  se  terminer  lorsque  0  =  iç,  on 
a  encore  dans  ce  cas 

,      àa' 

partant,  on  aura 

!     asiiiQ  dQ  =  o, 

pourvu  que  la  valeur  de  a  soit  telle  qu'elle  satisfasse  à  l'équation  (T); 
d'où  il  suit  que  la  condition  d'une  quantité  de  fluide  toujours  con- 
stante est  remplie  par  la  nature  même  des  équations  qui  nous  servent 

à  déterminer  les  coefficients  h,  km,  A(2), 

L'analyse  précédente  suppose  que,  dans  cos(^-f-A),  /'  n'est  pas 
exactement  nul;  mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  l'expression  de  R 
renferme  des  termes  de  la  forme 

(K'+K"^2)cosA. 

Pour  déterminer  la  partie  de  l'expression  de  y  qui  répond  à  ces 
termes,  il  faut  recourir  aux  équations  (Z)  de  l'article  précédent  et  y 
supposer  î  =  o  et  s  =  o;  elles  se  réduisent  alors,  quel  que  soit  z,  aux 

deux  suivantes 

.    a  jdb  da' 

a*in9=-ldë      et      oz=8-dQ' 

d'où  l'on  tirera  facilement,  comme  dans  l'article  XII, 

.,.    .   (î  4-  3  COS26); 


6*(i 


5AU) 


en  sorte  que  la  partie  de  l'expression  de  y  qui  répond  aux  termes  de 
la  forme  (K'-h  K"x2)  cosA  dans  R  est 

—  K"cosA  0  ûv 

f= 7 3^pr-(i  +  3cosa0). 

On  voit  par  là  que  les  suppositions  de  i  =  o  et  de  î  très  petit  donnent 
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pour  a  des  résultats  entièrement  différents,  et  que  ces  résultats  sont 
sensiblement  les  mêmes  pour  toutes  les  valeurs  de  i,  quelle  que  soit 
leur  petitesse,  pourvu  qu'elles  ne  soient  pas  nulles;  mais  il  est  très 
essentiel  d'observer  ici  que,  les  oscillations  du  fluide  qui  dépendent  des 
termes  de  la  forme  cos(î'/-+-A)  étant  extrêmement  lentes,  les  résis- 
tances en  tout  genre  que  le  fluide  éprouve  doivent  les  dénaturer  d'au- 
tant plus  que  leurs  périodes  sont  plus  longues,  de  manière  que  l'on 
peut  supposer  à  «une  si  petite  valeur  que,  sans  être  exactement  nulle, 
elle  donne  cependant  pour  a  la  même  quantité  que  la  supposition  de 
i  —  o.  Nous  sommes  déjà  parvenus  à  ce  résultat  dans  l'article  XXI  en 
supposant  que  le  fluide  éprouve  une  légère  résistance  proportionnelle 
à  la  vitesse;  on  peut  s'en  assurer  encore  a  priori  de  la  manière  sui- 
vante. 

La  partie  de  l'expression  de  y  qui  répond  aux  termes 

K  cos2  8  cos2  v+{K  sin2  Q  sin2  v 

de  l'expression  de  R  représente  les  oscillations  de  la  mer  dans  le  cas 
où  elle  serait  attirée  par  quatre  astres  dont  les  masses  seraient  cha- 
cune le  quart  de  la  masse  de  l'astre  S  et  qui,  placés  aux  mêmes  dis- 
tances que  lui  de  l'équateur  et  du  centre  de  la  Terre,  auraient  des 
mouvements  entièrement  semblables,  le  premier  se  confondant  avec 
l'astre  S  même,  le  second  en  étant  constamment  à  900  de  distance  en 
longitude,  le  troisième  à  1800  et  le  quatrième  à  2700;  en  effet,  si,  dans 

l'expression 

K[cos#cosv  -+-  sin  0  sin v  cos  (9  —  nt  —  ci)]2 

de  R,  on  change  S  en  \  S,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  K  en  {K;  que 
l'on  y  fasse  successivement  <p  égal  à  9,  à  9  -h  900,  <p  +  1800,  9  4-  2700, 
et  que  l'on  ajoute  les  quatre  valeurs  de  R  qui  en  résultent,  il  est 
visible  que  leur  somme  sera 

K  cos2  d  cos2  v  +  JK  sin2  6  sin2  v. 

Il  suit  de  là  que,  si  les  quatre  astres  dont  il  s'agit  ne  changeaient  ni 
de  parallèle,  ni  de  distance  au  centre  de  la  Terre,  quel  que  fût  d'ail- 


206  RECHERCHES  SUR  PLUSIEURS  POINTS 

leurs  leur  mouvement,  le  fluide  soumis  à  leur  attraction  finirait  à  la 
longue  par  prendre  l'état  d'équilibre,  et,  comme  alors  K  et  v  seraient 
constants,  on  aurait  par  ce  qui  précède 

K(cos2v  —  |sin2v). 

Y—  — 7 •      9  a    \        (I  +  3COS29). 


6d?~jm) 


Supposons  maintenant  que  T  soit  le  temps  nécessaire  au  fluide  pour 
se  mettre  en  équilibre,  en  vertu  des  résistances  qu'il  éprouve  et  en 
partant  d'un  état  donné,  et  que,  dans  cet  intervalle,  K  et  v  changent 
extrêmement  peu,  il  est  clair  que,  lorsque,  après  un  temps  considé- 
rable, K  et  v  auront  éprouvé  un  changement  sensible  et  seront  devenus 
'K  et  'v,  le  fluide  prendra  l'état  d'équilibre  qui  convient  aux  nouvelles 
quantités  'K  et  4v,  et  qu'ainsi  l'on  aura 

1K(cos,Iv—  |sin21v)  .        „  a. 

7=  =* ~( §â~i '(i-h3cos2  0); 

6^(  i 


5AW 
on  peut  donc  employer  alors  généralement  l'expression 

r=rK(cos2v-isin2v)(i  +  3cos26)> 


K  et  v  étant  considérés  comme  des  fonctions  du  temps  /,  qui  varient 
très  peu  durant  le  temps  T.  L'exactitude  du  résultat  précédent  dépend 
de  la  petitesse  de  ces  variations  et  de  l'intensité  de  la  résistance;  le 
moyen  le  plus  simple  de  juger  de  cette  exactitude  dans  un  cas  donné 
est  d'imaginer  d'abord  les  quatre  astres  précédents  mus  dans  le  plan 
de  l'équateur,  et  le  fluide  en  équilibre,  de  transporter  ensuite  par  la 
pensée  ces  astres  sur  le  parallèle  le  plus  éloigné  de  l'équateur  auquel 
ils  puissent  parvenir  et  de  les  faire  mouvoir  sur  ce  parallèle  jusqu'à 
ce  que  le  fluide  ait  pris  l'état  d'équilibre  qui  convient  à  ces  nouvelles 
positions;  si  le  temps  nécessaire  au  fluide  pour  prendre  ce  nouvel  état 
d'équilibre  est  beaucoup  moindre  que  celui  que  les  astres  emploient  à 
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parvenir  de  l'équateur  à  leur  plus  grande  déclinaison,  on  pourra,  sans 
erreur  sensible,  faire  usage  de  la  valeur  précédente  de  y. 

Quoique  nous  ignorions  la  loi  des  résistances  que  la  mer  éprouve, 
il  est  cependant  très  vraisemblable  que  ce  temps  serait  considérable- 
ment plus  petit  que  trois  mois,  et  qu'il  n'excéderait  peut-être  pas  douze 
ou  quinze  jours  :  on  peut  donc  supposer,  relativement  au  Soleil,  que 
la  partie  de  l'expression  dey  qui  répond  aux  termes 

K  cos*  9  cosv  +  {  K  sins  8  sin*  v 

est 

K(co.'»-Mn'»)(i  +  3eoia9)j 

Cette  supposition  est  moins  exacte  pour  la  Lune  à  cause  de  la  rapidité 
de  son  mouvement;  mais,  vu  l'ignorance  où  nous  sommes  sur  la  nature 
et  la  loi  de  résistance  qu'éprouvent  les  eaux  de  la  mer,  il  paraît  impos- 
sible de  fixer  par  la  théorie  la  valeur  de  y  correspondante  à  ces  termes  ; 
nous  nous  en  tiendrons  conséquemment  à  la  précédente,  l'erreur  qui 
en  résulte  étant  de  peu  d'importance  dans  la  théorie  du  flux  et  du 
reflux,  puisqu'elle  ne  peut  influer  sensiblement  que  sur  les  hauteurs 
absolues  des  eaux,  relativement  aux  différentes  déclinaisons  de  la 
Lune,  et  nullement  sur  les  différences  de  la  haute  à  la  basse  mer. 

XXVI. 

Examen  des  termes  de  la  seconde  classe. 

Les  termes  de  la  seconde  classe  que  renferme  l'expression  de  R,  et 
qui,  comme  nous  l'avons  vu,  résultent  du  développement  de 

2Ksinvcosvsin0cos0cos(w*  +  gt  —  <p), 

sont  de  la  forme 

K'  sinôcosfl  cos(*J  +  ïi  +  A); 

il  faut  donc  supposer  5  =  1,  dans  l'équation  (T)  de  l'article  XXIV,  que 
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l'on  pourra  mettre  ainsi  sous  cette  forme 

ixz a(ii  —  4 n* -+-  4 n* x2  )- 


=  —  Igz  i3  x*  \fi  — 


dx 


-i-^nHgzix^i  —  x*Y  V^-  +  4  n2 Igz ixHi  —  x^)-~ 
°  ax%  °  ax 

+  lgza'[(i  +  2n)(i2  —  4«2  + 4/i2^2)  +  j6w3^2(i  —  x*)] 
or,  si  l'on  y  suppose,  comme  dans  l'article  précédent, 

Z  =  iC  4-   y  .T3 

et  que  l'on  fasse 

a  =  sin0 cos0(/+/<1>  sin20  +/<2>  sin*0  4-. . .+/(,,)  sin2,,0), 

il  est  aisé  de  s'assurer,  par  un  calcul  analogue  à  celui  de  l'article  pré- 
cédent et  par  quelques  considérations  fort  simples  sur  la  formation  de 
l'équation  (T),  qu'elle  sera  satisfaite,  pourvu  que  l'on  ait 

2«2 


4'-(T^W>](^5'-3+") 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  par  une  autre  méthode, 
dans  l'article  XVI;  quant  à  la  condition  d'une  quantité  de  fluide  tou- 
jours constante,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  à  l'équation 

I      ysinôdQdrz, 

elle  est  évidemment  satisfaite,  parce  que  l'on  a 

À** 

/       cos  (  it  -+-  gj  -+-  A  )  dm  =  o  ; 
mais,  pour  ne  pas  nous  embarrasser  ici  dans  des  calculs  inutiles,  nous 
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supposerons,  conformément  à  ce  qui  a  lieu  dans  la  nature,  que  i  e-i  b 
peu  près  égal  à  rc,  en  sorte  qu'en  cherchant  à  satisfaire  à  l'équa- 
tion (T)  nous  négligerons  la  différence  i  —  n.  Cette  équation  devien- 
dra ainsi 

/i*a:»a(3—  4*»)9  =  lg*&(\  —  a:*)  (3  —  4**)  ^4" 


àx* 


+W^(5-^) 


-h  /^*a'  [i6a?*(i  —  ^2)  —  3(3  —  4^rs)] 
or  on  peut  y  satisfaire  en  supposant 


a  =  f  sin  9  cos  0  =  fx  \Ji  —  a?*, 
car  alors  on  a,  par  l'article  XXIII, 

e  4Atc    -        / ;  3A  > ; 

-  =  -5^/^1-^=5^/^-^; 

l'équation 

a  =a sin0  cos 9 

Z       g 

donnera  donc 

a'=  [/('-  5^r)  -  j]*^1^; 

En  supposant  donc,  dans  l'équation  différentielle  précédente, 

Z  =  X  ■+■  -  X3, 

et  en  y  substituant  ces  valeurs  de  a  et  de  «',  on  trouvera  facilement 
qu'elles  y  satisfont,  pourvu  que  l'on  ait 


Il  suit  de  là  que  la  partie  de  l'expression  dey  qui  répond  au  terme 

OEuvres  de  L.  —  IX.  VJ 
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K'  sinO  cosO  cos  (7/  -h  w  +  A)  de  l'expression  de  R  est  à  très  peu  près 

- ttt—^ —     -  K.'  sin  9  cos  0  cos  ( it  +  m  +  A ), 

et  ce  résultat  est  d'autant  plus  exact  que  i  diffère  moins  de  n. 

Si  l'on  désigne  par  IK'sinG  cosôcos(^  +  tû  + A)  la  somme  de  tous 
les  termes  de  la  forme 

K/sin0cos0cos(*7  +  m  +  A) 

que  donne  le  développement  de  R,  et  par  Y  la  partie  de  l'expression 
de  y,  correspondante  à  cette  somme,  on  aura 

2  Q 

Y=  -. ^.    x —    —  2K'sin0cos0cos(t7 +  73  +  A); 


5A<*> 
or  tous  les  termes  de  la  forme 

K'sin9cos0cos(f7  +  73  +  A), 
dans  R,  venant  du  développement  de 

2K  sinv  cosv  sin  Q  cos  0  cos  (nt  -\-  w  —  9), 
on  a 

JSK'  sin  9  cos  6  cos  (it  +  tît  +  A)  =  2K  sinv  cosv  sin  B  cos  Q  cos  (nt  +  td  —  9); 

donc 

,,       4K7  sinv  cosv  sinScosf? 

Y  = - — ô~\~\ cos ( nt  ■+■  m  —  ? )> 


(  3A  \ 


équation  à  laquelle  on  serait  directement  arrivé,  en  n'ayant  point 
égard  aux  variations  de  K,  v  et  <p,  et  qui,  par  cette  raison,  est  d'autant 
plus  exacte,  que  ces  variations  sont  moindres  dans  un  temps  donné. 

La  valeur  de  Y  est  la  plus  grande  possible,  lorsque  nt  +  77  —  <p  est 
égal  à  zéro  ou  à  i8o°,.et  par  conséquent  lorsque  l'astre  attirant  passe 
au  méridien  de  l'endroit  où  l'on  observe,  et  si  la  plus  grande  valeur 
positive  de  Y  a  lieu  lors  du  passage  de  l'astre  dans  la  partie  supérieure 
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du  méridien,  sa  plus  grande  valeur  négative  aura  lieu  lois  du  passage 
de  l'astre  dans  la  partie  inférieure  du  méridien,  et  réciproquemeni. 
La  différence  de  la  plus  grande  valeur  positive  de  Y  à  sa  plus  grande 
valeur  négative,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  double  de  la  plus 
grande  valeur  positive,  donne  conséquemment  la  différence  des  deux 
marées  d'un  même  jour,  qui  sera  d'autant  plus  grande  que  le  coefficient 
- — '— .     sera  plus  considérable;  or,  les  observations  ayanl 

fait  voir  que  cette  différence  est  extrêmement  petite,  on  doit  en  con- 
clure que  ce  coefficient  est  très  petit  lui-même,  ce  qui  suppose  à  <j 
une  valeur  nulle  ou  presque  nulle,  et  comme  la  profondeur  de  la  mer 
est  égale  à  /  +  ^sin2ô,  il  en  résulte  que,  pour  satisfaire  aux  phéno- 
mènes du  flux  et  du  reflux,  cette  profondeur  doit  être  à  très  peu  près 
constante,  ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  l'ar- 
ticle XIX. 

Il  résulte  des  observations  faites  dans  nos  ports  que,  dans  les 
syzygies,  la  marée  de  dessus  est  un  peu  plus  grande  en  été,  et  un 
peu  moindre  en  hiver  que  celle  de  dessous,  ce  qui  demande  que 

^  .    soit  une  quantité  positive;  or  le  dénominateur 

'1(IS  ( I—  KÂmj  —  n*  ^ân^  nécessairement  négatif  à  cause  de  la  peti- 
tesse de  q,  le  numérateur  doit  être  pareillement  négatif,  ce  qui  semble 
indiquer,  comme  nous  l'avons  déjà  observé  dans  l'article  XIX,  que  la 
mer  est  un  peu  plus  profonde  aux  pôles  qu'à  l'équateur;  mais  la  diffé- 
rence des  deux  marées  d'un  même  jour,  n'étant  tout  au  plus  que  ~  de 
leur  hauteur  absolue,  est  du  même  ordre  que  la  différence  i  —  n,  que 
nous  avons  négligée  dans  l'équation  (T);  il  pourrait  donc  arriver 
qu'elle  fût  le  résultat  de  la  petite  correction  qu'exige  la  supposition 
dei=n,  dans  le  cas  où  la  profondeur  de  la  mer  est  constante.  Un 
moyen  très  simple  de  s'en  assurer  est  de  calculer  les  différents  termes 
de  la  valeur  de  Y,  en  supposant,  dans  l'équation  (T),  i  quelconque  par 
rapport  à  n  et  z  =  x  -+-  -  ce*  ;  car  nous  avons  vu  que  l'on  pouvait  (ou- 
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jours  avoir  une  expression  finie  de  ces  termes,  dans  le  cas  où 


3A 


n 

2  r-  -+-  5  r  -+-  3  +  - 


or,  pour  peu  que  r  soit  considérable,  cette  valeur  de  q  se  réduit  à  très 
peu  près  à  zéro,  et  l'on  a  le  cas  d'une  profondeur  constante;  mais  il 
serait  inutile  d'entreprendre  ce  calcul,  qui  n'a  d'autre  difficulté  que  sa 
longueur,  parce  que  les  petites  corrections  qui  en  résulteraient  sont 
du  même  ordre  que  celles  qui  sont  dues  au  frottement  et  à  la  ténacité 
du  fluide,  auxquels  il  n'est  pas  possible  d'avoir  égard,  vu  l'impossibi- 
lité de  connaître  la  loi  de  ces  résistances.  Nous  pourrons  donc  consi- 
dérer dans  la  suite,  sans  craindre  aucune  erreur  sensible,  la  profon- 
deur de  la  mer  comme  constante  et  égale  à  /;  dans  ce  cas,  on  aura  à 

2K 

très  peu  près  Y  =  o  et  ar= sinv  cosv  sinQcosô;  d'où  l'on  con- 

s 

dura,  par  l'article  XXIV, 

u       9K    ■  ■    a 

0=  — - sinv  cosv  siny, 

2K    .  cos# 

c  = =■  sinv  cosv  — — =; 

nl  siri  d 

il  suit  de  là  que,  si  l'on  nomme  u  et  U  les  parties  de  m  et  de  v  qui 
correspondent  aux  termes  de  la  seconde  classe  de  l'expression  de  R, 

on  aura 

2K   . 
u  —  — j  sinv  cosv  cos(rt£  +  nj  —  9), 

TT  2K    .  COS0     .     . 

V  = r  sinv  cosv  — — *  &m(nt  +  cj  —  o). 

n*  sin  6  '  ' 

En  considérant  avec  attention  ces  expressions  de  u  et  de  U,  il  est  aisé 
de  voir  qu'en  n'ayant  égard  qu'au  terme 

2Ksinv  cosvsin0cos(5cos(/^H-GT  —  ©) 

de  l'expression  de  R,  et  à  la  force  que  ce  terme  représente,  les  molé- 
cules fluides  se  meuvent  à  très  peu  près  comme  si  elles  étaient  isolées, 
en  sorte  qu'elles  n'ont  aucune  réaction  sensible  les  unes   sur  les 
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autres.  Imaginons,  en  effet,  une  tranche  de  fluide  comprise  entre  deux 
méridiens  et  deux  parallèles  infiniment  proches;  il  est  clair  que,  la 
valeur  de  u  étant  la  même  pour  toutes  les  molécules  situées  sou>  te 
môme  méridien,  la  largeur  de  la  tranche  dans  ce  sens  restera  toujours 
la  même;  mais,  à  mesure  que  le  fluide  coule  vers  l'équateur,  l'espace 
compris  entre  les  deux  méridiens  augmente,  d'où  il  suit  que,  la  lar- 
geur de  la  tranche  augmentant  dans  le  sens  du  parallèle,  le  fluide 
devrait  s'abaisser,  si,  en  vertu  de  la  vitesse  des  molécules  de  cette 
tranche  dans  le  sens  du  parallèle,  les  deux  méridiens  qui  la  renferment 
ne  tendaient  pas  à  se  rapprocher  et  à  diminuer  sa  largeur  dans  li- 
sons de  la  longitude;  or  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  diminution  que 
reçoit  cette  largeur,  par  la  valeur  de  U,  est  égale  à  l'augmentation 
qu'elle  reçoit  par  le  mouvement  de  la  tranche  vers  l'équateur;  d'où  il 
suit  qu'elle  est  toujours  constante  dans  le  sens  du  parallèle,  et  qu'ainsi 
la  hauteur  de  la  tranche  n'est  point  sensiblement  altérée  par  le  mou- 
vement du  fluide;  c'est  la  raison  pour  laquelle,  dans  le  cas  où  la  pro- 
fondeur de  la  mer  est  constante,  la  différence  des  deux  marées  d'un 
même  jour  est  presque  insensible.  Je  me  suis  un  peu  étendu  sur  ce 
phénomène,  parce  qu'il  est  très  important  dans  la  théorie  des  marées 
et  que  d'ailleurs  il  est  entièrement  contraire  à  la  théorie  connue  du 
flux  et  du  reflux  de  la  mer;  pour  le  faire  sentir  d'une  manière  frap- 
pante, déterminons,  d'après  cette  théorie,  pour  la  latitude  de  Brest, 
qui  est  de  48°22'55",  la  différence  des  deux  marées  d'un  même  jour, 
lorsque  le  Soleil  et  la  Lune  ont  200  de  déclinaison  méridionale  et  sont 
en  opposition  ou  en  conjonction. 

Si  l'on  prend  pour  unité  la  différence  de  la  marée  de  dessus  à  la 
basse  mer,  on  aura,  par  l'article  XIX,  suivant  la  théorie  ordinaire, 

1  -+-  sin     .!?" — ,1?,,10   pour  la  différence  de  la  marée  de  dessous  à  la 
cos268°22'o5         r 

basse  mer;  or,  cette  quantité  étant  égale  à  5, 703,  il  en  résulte  que  la 

différence  de  la  marée  de  dessous  à  la  basse  mer  est  près  de  six  fois 

plus  grande  que  celle  de  la  marée  de  dessus  à  la  basse  mer,  et  cette 

différence  serait  plus  considérable  encore  si  le  Soleil  et  la  Lune  avaient 
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une  plus  grande  déclinaison  méridionale  :  cependant  une  suite  d'ob- 
servations faites  avec  soin  pendant  plusieurs  années  donnent  ces  dif- 
férences presque  égales  pour  les  deux  marées  (voir  les  Mémoires  de 
l' Académie  pour  V  année  1714)-  M.  Daniel  Bernoulli,  dans  l'article  XI 
de  son  excellente  pièce  sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer,  cherche  à 
rendre  raison  de  cette  égalité  des  deux  marées  d'un  même  jour  par 
le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  qui,  suivant  ce  grand  géomètre, 
est  trop  rapide  pour  que  les  marées  puissent  s'accommoder  aux  ré- 
sultats de  la  théorie.  Mais  il  suit  de  ce  que  nous  avons  dit  dans  l'ar- 
ticle XIX  :  i°  que,  malgré  la  rapidité  du  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre,  les  deux  marées  d'un  même  jour  pourraient  être  fort  inégales, 
si  la  mer  n'avait  point  partout  la  même  profondeur;  20  que,  dans  le 
cas  où  elle  a  une  profondeur  constante,  ces  marées  pourraient  être 
encore  très  inégales,  si  l'on  supposait  la  Terre  immobile,  en  transpor- 
tant en  sens  contraire  au  Soleil  et  à  la  Lune,  son  mouvement  angu- 
laire de  rotation;  on  pourrait  cependant  dire  alors,  avec  M.  Bernoulli, 
que  la  rapidité  du  mouvement  de  ces  deux  astres  empêche  les  marées 
de  s'accommoder  aux  conclusions  de  la  théorie.  Il  me  paraît  résulter 
de  ces  considérations  qu'il  n'y  avait  qu'une  explication  fondée  sur  un 
calcul  rigoureux,  tel  que  celui  que  nous  avons  donné  dans  l'article  XIX 
et  dans  celui-ci,  qui  pût  mettre  à  l'abri  de  toute  objection  à  cet  égard 
le  principe  de  la  gravitation  universelle. 

XXVII. 

Examen  des  termes  de  la  troisième  classe  et  conjectures 
sur  la  profondeur  moyenne  de  la  mer. 

Les  termes  de  cette  classe  que  renferme  l'expression  de  R,  et  qui, 
comme  nous  l'avons  vu,  résultent  du  développement  de 

|Ksin20sin2vcos(2rt£-f-  257  —  29), 

sont  de  la  forme 

K' sin2  9  cos  (  it  -+-  2 m  -+-  A )  ; 
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il  faut  donc  supposer  s  =  i  dans  l'équation  (T)  de  l'article  XXIV;  or, 
si  l'on  y  suppose,  comme  dans  les  articles  précédents, 

z  =  x  -+-  I  x\ 
et  que  Ton  fasse 

a  =  sin*0(/>-+-/>(I)sinî0  n-/><2>sin4#  -h. . .4-  p(r'sinir9), 

il  est  aisé  de  s'assurer,  par  un  calcul  analogue  à  celui  de  l'article  XIV, 
qu'elle  sera  satisfaite,  pourvu  que  l'on  ait 

2«* 

q  —  —f 


3  A 


*](»* 


0  L        (4r  +  5)A<1)J  \  i 

ce  qui  s'accorde  avec  ce  que  nous  avons  trouvé  d'une  autre  manière 
dans  l'article  XVI,  et,  comme  on  a 


1 


7t 

cos  (  it  4- 2  et  4-  A  )  drn  =  o, 


la  condition  d'une  quantité  de  fluide  toujours  la  même  est  nécessaire- 
ment remplie. 

En  supposant  /•  un  nombre  un  peu  considérable,  on  aura,  à  très  peu 
près,  le  cas  d'une  profondeur  constante;  ce  dernier  cas  étant  celui  de 
la  nature,  on  peut  donc  déterminer  d'une  manière  très  approchée,  par 
la  méthode  précédente,  les  oscillations  de  la  mer  dépendantes  des 
termes  de  cette  troisième  classe,  quelles  que  soient  la  densité  A  <it  la 
profondeur  /. 

i  différant  très  peu  de  iny  on  peut,  comme  nous  l'avons  fait  dans 
l'article  précédent,  relativement  aux  termes  de  la  seconde  classe, 
n'avoir  aucun  égard  aux  variations  de  K,  v  et  <p  dans  le  terme 

^Ksins0sin2v  cos (2  nt  4-2*3  —  29); 

on  n'aura  ainsi  qu'une  seule  valeur  de  a  à  calculer,  et  l'expression 
dey,  correspondante  à  ce  terme,  sera 

a  cos (2  nt  -+-  2 5J  —  2<p); 
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elle  sera  à  son  maximum  lorsque  int  +  2ct  —  29  sera  égal  à  zéro  ou 
à  1800;  d'où  il  suit  que,  si  la  plus  grande  valeur  positive  a  lieu  lors  du 
passage  de  l'astre  par  le  méridien,  sa  plus  grande  valeur  négative  aura 
lieu  environ  six  heures  après  :  le  double  ia  de  la  plus  grande  valeur 
positive  de  cette  expression  donnera  donc  la  différence  de  la  haute  à 
la  basse  mer.  Or,  si  la  profondeur  /influait  d'une  manière  sensible  sur 
la  valeur  de  a,  on  pourrait  par  des  observations  exactes  sur  les  marées, 
faites  dans  les  mers  libres  et  loin  des  continents,  déterminer  avec 
assez  de  précision  la  profondeur  moyenne  de  la  mer,  sur  laquelle  on 
n'a  formé  jusqu'ici  que  des  conjectures  vagues  et  incertaines  :  cette 
considération  mérite  d'autant  plus  d'attention,  que  nous  n'avons  peut- 
être  que  ce  seul  moyen  pour  connaître  un  élément  aussi  important  de 
la  théorie  de  la  Terre;  c'est  ce  qui  me  détermine  à  donner  ici  le  calcul 
des  hauteurs  des  marées  pour  différentes  profondeurs;  je  ferai,  pour 
plus  de  simplicité,  abstraction  de  la  densité  de  la  mer,  parce  qu'elle 
n'est  pas  bien  connue,  et  que  d'ailleurs,  d'après  les  observations  faites 
sur  les  attractions  des  montagnes,  elle  paraît  être  beaucoup  moindre 
que  la  densité  moyenne  de  la  Terre,  en  sorte  qu'en  la  regardant 
comme  nulle  nos  résultats  s'éloigneront  moins  de  la  vérité  que  les 
observations  auxquelles  on  pourra  les  comparer,  et  qui,  dans  les  mers 
les  plus  libres,  sont  modifiées  par  un  grand  nombre  de  circonstances 
étrangères.  Pour  déterminer  présentement  le  terme 

a  cos(2«£H-  2  m  —  2<p) 

de  l'expression  de  y  qui  correspond  au  terme 

—  sin2v  sin26»  cos( 2  nt  -+-  ivs  —  29) 

2  T 

de  l'expression  de  R,  on  pourra  faire  usage  de  la  méthode  que  nous 
avons  indiquée  ci-dessus;  mais  on  peut  le  trouver  plus  simplement  de 
la  manière  suivante.  Pour  cela,  nous  observerons  que  la  supposition 
de  A  =  o  donne,  par  l'article  XXIV, 

a'—  a sin*v  sin20; 

2# 
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de  plus,  l'hypothèse  d'une  profondeur  constante  revient  à  faire  z  —x 
dans  l'équation  (T)  du  même  article;  si  l'on  y  suppose  ensuite  s  =  2 
et  i=?  in,  et  que,  pour  abréger,  l'on  fasse 


an2                            Ksin2v 
-j—  =u.        et        


elle  deviendra 


(U)  o  =  a?2(i  —  -2<'2)-p ;  —  #  -j 2a(4  — a?2--  jxa?4)  -+-  4ê#2. 

Pour  satisfaire  à  cette  équation,  supposons 

a  =  A  -+-  A^^-h  A<*>a?*-h  A<3>#6-f- .  .  . ; 

nous  aurons  généralement,  entre  les  coefficients 

AC-+»,    A"''     et    A"-", 
l'équation 

o  fs  A<r+1>  (2/-2+  ar  —  4)  —  A(,,)(2/-2—  r  —  1)  ■+-  f*A<f~l>. 

Cette  équation  est  aux  différences  finies  du  second  ordre,  et  Ton 
déterminera  les  deux  constantes  arbitraires  de  son  intégrale  au 
moyen  des  valeurs  de  A  et  de  A(,);  or  la  substitution  de  l'expression 
de  a  dans  l'équation  (R)  donne  A  =  o  et  A(,,  =  Je;  il  reste  présente- 
ment à  intégrer  l'équation  précédente,  ce  qui  paraît  très  difficile; 
nous  nous  bornerons  ainsi  à  déterminer  successivement,  au  moyen  de 
cette  équation,  les  valeurs  de  A(2),  A(3\ 

En  y  faisant  r—i,  A  =  o  et  A(0=  Je,  on  trouve  l'équation  iden- 
tique o  —  o  ;  en  y  faisant  r  —  2,  on  a 

o  =  8A(3>—  5A(^  +  fjLA"», 

équation  au  moyen  de  laquelle  on  déterminerait  A(3),  si  l'on  connais- 
sait A(2);  si  l'on  fait  r  =  3,  on  aura 

o  —  2oAW-i4A<s>-h/jLA<2\ 

équation  au  moyen  de  laquelle  on  déterminerait  A(4)  si  l'on  connais- 
sait A(3 -!;  on  verra  de  la  même  manière  que  la  connaissance  de  A(i)  dé- 

OEuvresde  L.  —  IX.  28 
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pend  de  celle  de  Aw,  et  ainsi  de  suite  à  l'infini,  d'où  il  semble  impos- 
sible d'avoir  la  valeur  de  A;  voici  comment  on  peut  résoudre  ce  cas 
singulier  qui  peut  se  présenter  dans  d'autres  circonstances. 

Supposons  que  la  suite  A-h  A(i]a;2  ■+- A(2)xA  ■+■  A{3)x° -h. ..  se  ter- 
mine après  le  terme  A{r+,)x'2r+2,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  suppo- 
sons A(r+2)=  o,  A(r+3)  =  o,  A(r+4)=  o,  . . .,  nous  aurons  les  équations 

o  =    8A<3>—    5AW-+-PA*1), 

0:=2oA<4>  —  l4AW+fJlA<2\ 

o  —  36A<5>  -  27 A<4>  +  ixA^K 

'  0=  A^'IX/-  — i)*+6(r  —  i)J —AW [2 (,---i)s  +  3(r  —  1)]  +  ^A<''-1», 
o  =  — A(''+1'(2r2+3r)+^A('-), 

en  faisant  abstraction  de  la  dernière  de  ces  équations,  on  aura  un 
nombre  r  d'équations  au  moyen  desquelles  on  pourra  déterminer  les 
r  quantités  A(2),  A(3),  Aw,  ...,  A{r+{),  et  si  l'on  suppose 

£<«    =2/'2  +  3  r, 

(r  — i)»H-3(r  — 1) 


IjlC--')—  a(r—  i)»+3(r—  1)  —  2fx- 


K 


(/•) 


mUii         /  m      2/  x  f  r  — 2)2-+-3(r  —  2) 

^'-2)r,=  2(A--2)?+3(r—  2)-2fX Uj—jj '- 

(r  —  3)»  +  3(r  —  3) 


|ul<'-3)—  a(r  —  3)s+3(r  —  3)  —  ap 


L(''-2) 


on  aura 


\(r)      — £_  A(r-l) 

AC--D—  _£_  A(,'-2>, 

M.C--2)  a  ' 
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on  aura  donc 


A<3> 
A<5> 

-- 

H'6 

2{Jl<,>{A<2)/J(.<i,'/Jl<4>, 

A('-+i: 

i  __ , 

jji'-ê 

Ces  valeurs  de  A(2),  A(3),  Aw,  ...  satisfont  aux  équations  (/),  si  l'on 
excepte  la  dernière  de  ces  équations;  mais,  si  l'on  ajoutait  au  second 

membre  de  l'équation  (R)  le  terme     (1)   {i) ^»   il  est  visible  que 

cette  dernière  équation  se  changerait  dans  la  suivante 

ce  qui  donnerait  pour  A(r+,)  la  même  valeur  que  précédemment;  d'où 
il  suit  que  l'équation  finie 

a  —  |ë**-f-  A<2>.r*4-  A<3^6+  . . .  4-  A«-+^xir+i 
satisfait  exactement  à  l'équation  différentielle 

O"  a?s(l — Xr)-~  -   — X-z 2a(4  — &    — [LX%)  +  L\%X- 


dx"-  âx  v^  r       ,      :  fA<,>f*<*>-"J*<rî 


,/•+!£  ~2;--+-G 


Si  le  terme    .^   (t) ^  était  extrêmement  petit,  on  pourrait,  sans 

erreur  sensible,  employer  l'équation  précédente  au  lieu  de  l'équa- 
tion (R),  et  l'erreur  serait  d'autant  moindre  que  ce  terme  serait  plus 
petit;  or,  quel  que  soit  [/.,  il  est  facile  de  s'assurer  que  l'on  peut  tou- 
jours supposer  à  r  une  telle  valeur  que  ce  terme  soit  moindre  qu'au- 

cune  grandeur  donnée,  en  sorte  que    (1)  ^ ^  devient  infiniment 

petit  lorsque  r  est  infini. 

Pour  appliquer  la  théorie  précédente  à  des  profondeurs  détermi- 
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nées,  nous  choisirons  celles  qui  répondent  à  jx  =  20,  jx  =  10,  jx  =  5 
et  [x  =  f  ;  [x  étant  égal  à  y~-i  la  profondeur  /de  la  mer  sera,  dans  ces 

quatre  hypothèses,  — -.>  g— 1  -?— >  -g-^-;  or  on  a,  comme  on  sait, 

w2  _      1 
g  ~  289' 

et  le  rayon  de  la  Terre  que  nous  avons  pris  jusqu'ici  pour  unité  est  de 
i445  lieues,  à  raison  de  i3  573  pieds,  ou  d'environ  2262  toises  par 
lieue;  d'où  il  suit  que  la  profondeur  de  la  mer  relative  aux  quatre  va- 
leurs précédentes  de  fx  est  de  f  lieue,  de  1  lieue,  de  2  lieues  et  de 
4  lieues.  Considérons  d'abord  le  cas  de  [x  =  20,  ou  d'une  demi-lieue 
de  profondeur. 

Si  l'on  suppose  r=  12,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  considère 
treize  termes  de  la  suite 

A<%8  +  A<2'a;1+A<3»x6  +  ..., 


on  trouvera 

A*1)^ 

o,5  6, 

AW 

—  —  o,225 1  g, 

A(2)- 

10,0931  g, 

A<9» 

=  —  o,o3434g, 

^d)_ 

5,o582ê, 

A(10) 

=  —  0,004078  g, 

Â<*>t= 

-  6,5523e, 

X<**) 

== —  0,OOo3889g, 

A<5>  — 

—    7,7244s, 

^d« 

=  —  o,oooo3o39g, 

A<6»  = 

-   3,7290g, 

A(») 

=  —  0,000001876  g 

A^  = 

—    1,0987  g, 

m'""*"1  g  a?2''4"6 

îrlraif  ai 

innt.fir   à   l'émiati 

tielle  (R),  pour  que  l'équation 

ar  A^^2+  A(2)#4  +  A<3^6  +  . . .+  k^a;-6 

y  satisfît  exactement,  étant  égal  à  —  i\kk[r+i)xlr^,  est  conséquem- 
ment  égal  à  —  0,000075046a?30;  or  ce  terme,  étant  excessivement 
petit  par  rapport  à  ^Gx2,  peut,  sans  erreur  sensible,  être  ajouté  à 


a  —  6sin20 
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l'équation  (R),  en  sorte  que  l'on  doit  regarder  comme  très  approchée 
la  valeur  suivante  de  a  : 

o,5  H- 10,093 1  sin5  9  -h  5,o582  sin4  9 

—  6,5523  sin"  6  —  7,7244  sin8  9 

—  3, 7290 sin,0#  —  1,0987  sin1*^ 

—  o,225i  sinu#  —  o,o3434  sin169 

—  0,004078  sin18tf  —  0,0003889  sinîO0 

—  o,oooo3o3ç)  sin-  0  —  0,00000 1876  sin"  9  j 

On  peut  même  négliger,  dans  les  coefficients  numériques  des  dernières 
puissances  de  sinO,  les  chiffres  qui  occupent  après  la  virgule  la  cin- 
quième place  et  les  suivantes,  parce  que  dans  le  calcul  des  coefficients 
des  premières  puissances  de  sinô  nous  n'avons  porté  l'exactitude  que 
jusqu'aux  dix-millièmes  inclusivement,  ce  qui  est  plus  que  suffisant 
dans  ces  recherches. 

Si  l'on  se  rappelle  maintenant  ce  que  nous  avons  dit  dans  les  ar- 
ticles XXV  et  XXVI,  il  est  aisé  d'en  conclure  que  l'on  a  généralement, 
dans  la  supposition  de  À  =  o, 

aK  .       ,         .    .   ,   .  1  ■+-  3cos2$  .      ,  . 

a/  =  -—  (cossv  —  -Jsin'v) ^ h  xacos{2nt  -+-  2gt  —  29); 

or,  en  supposant  que  les  quantités  K,  v  et  9  sont  relatives  au  Soleil,  et 
que  h  exprime  sa  moyenne  distance  à  la  Terre,  et  ml  son  moyen  mou- 
vement, on  a,  par  la  théorie  des  forces  centrifuges, 

S 

partant, 

ÏÛTg  =  27  {»)  =  •I^89(36M7  =o,ooooooo3889. 

Cette  quantité  est  une  fraction  du  rayon  de  la  Terre  que  nous  avons 
pris  pour  unité;  pour  la  réduire  en  pieds,  il  faut  donc  la  multiplier 
par  le  nombre  de  pieds  que  renferme  ce  rayon,  c'est-à-dire  par 
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i445  x  i3573  pieds;  on  aura  ainsi 

3S          ocK 


2  h3 g     '    g 


=  oP,  7629, 


et  il  faudra  faire  varier  cette  quantité  réciproquement  comme  le  cube 
de  la  distance  actuelle  du  Soleil  à  la  Terre  au  cube  de  sa  moyenne 
distance. 

Si  l'on  nomme  ensuite  e  le  rapport  de  la  masse  de  la  Lune,  divisée 
par  le  cube  de  sa  moyenne  distance  à  la  Terre,  à  la  masse  du  Soleil, 
divisée  par  le  cube  de  sa  moyenne  distance,  on  aura,  pour  la  Lune, 


g 


=  op,  7629  e, 


quantité  qu'il  faudra  faire  varier  encore  réciproquement  comme  le 
cube  de  la  distance  actuelle  de  la  Lune  au  cube  de  sa  moyenne  dis- 
tance; il  suit  de  là  que,  si  l'on  désigne  par  V  et  0'  pour  la  Lune  les 
quantités  que  nous  avons  nommées  v  et  ©  pour  le  Soleil,  on  aura,  en 
vertu  des  actions  réunies  de  ces  deux  astres,  dans  le  cas  où  la  mer  n'a 
qu'une  demi-lieue  de  profondeur  et  où,  par  conséquent,  (x  —  20, 


_        I-t-3cOS2Ôr 

ay  =  op,  7629 7T— - [cos2  v 


sin2  v  4-  e(cos2  v'  —  \  sin2  v')] 


op,  7629  sin2  B 


'  o,5  -t-  10,0931    sin2  B  \ 
+  5,o582    sin*  B  \ 

—  6,5523    sin6  B 

—  7,7244    sin8  B 

—  3,7290   sinlo0 

—  1,0987   sin120 

—  o,225i    sinu0 

—  o,o343    sin160 

—  o,oo4o8  sin18Ô 

—  0,00039  sin20  B 

—  o,oooo3  sin22 (5 


e  sin2  v'  cos (2/1^+2^  —  29') 

-h     Sin2   V  C0S(2rt£  -(-  25T  —  29  ) 


Si  l'on  suppose  le  Soleil  et  la  Lune  dans  leurs  moyennes  distances  à 
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ia  Terre  et  en  opposition  ou  en  conjonction  dans  le  plan  de  l'équa- 
teur;  si,  de  plus,  on  fait,  avec  M.  Daniel  Bernoulli,  e  =  f,  on  trouve 
i9p,85  pour  la  différence  de  la  haute  à  la  basse  mer  à  l'équateur;  mais 
une  singularité  très  remarquable  est  que  la  basse  mer  a  lieu  lorsque 
les  deux  astres  sont  dans  le  méridien,  et  la  haute  mer  lorsqu'ils  sont 
à  l'horizon,  en  sorte  que  l'Océan  s'abaisse  à  l'équateur,  sous  l'astre  qui 
l'attire  :  en  avançant  de  l'équateur  vers  les  pôles,  on  trouve  que,  vers 
le  seizième  degré  de  latitude  tant  boréale  qu'australe,  la  différence  de 
la  haute  à  la  basse  mer  est  nulle;  d'où  il  suit  que,  dans  toute  la  zone 
comprise  entre  les  deux  parallèles  de  i6°,  la  basse  mer  a  lieu  lors  du 
passage  des  astres  par  le  méridien  et  que,  au  delà  de  ces  parallèles,  la 
haute  mer  a  lieu  à  ce  même  instant. 

En  comparant  ces  résultats  aux  observations,  on  voit  qu'il  est  impos- 
sible de  les  admettre;  car,  d'un  côté,  la  différence  entre  la  haute  et  la 
basse  mer  dans  les  syzygies  est  moindre  que  iqp,85  dans  les  mers 
libres  situées  sous  l'équateur,  et,  d'un  autre  côté,  le  moment  de  la 
haute  mer  approche  beaucoup  plus  de  l'instant  du  midi  que  de  celui 
où  le  Soleil  est  à  l'horizon.  Nous  pouvons  donc  assurer  que  la  profon- 
deur moyenne  de  la  mer  n'est  pas  d'une  demi-lieue. 

Dans  le  cas  de  jjl  =  10,  et  par  conséquent  d'une  lieue  de  profondeur, 
on  trouvera,  par  un  calcul  analogue  au  précédent, 

a  y  r=oP,  7629- - [cos2v  —  |sin2v  4-  e(cos2  v'—  *- sin2  v')] 

o,5  —  o,  1245  sin2  9 

—  0,7028  sin*  9 

—  0,4297  sin6  9 

—  0,1270  sin8  9  I  (       esin5  v' cos(2n£  4- 2gt  -  29')  j 

—  o,o23i  sin,o0|(-t-    sin2  v  cos(2/*£ -t- 2gj-   20  )  * 


op,  7629  sin2  9 


—  0,00288  sint20 

—  0,00026  sin1*  9 
\         —0,00002  sin16 9 

En  supposant  le  Soleil  et  la  Lune  dans  leurs  moyennes  distances 
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et  en  opposition  ou  en  conjonction  dans  le  plan  de  l'équateur,  et  fai- 
sant, comme  ci-dessus,  e  =  f,  on  trouve  4P>86  pour  la  différence  de  la 
haute  à  la  basse  mer  à  l'équateur.  L'instant  de  la  basse  mer  est  celui 
du  midi,  depuis  l'équateur  jusqu'au  trente-septième  degré  de  latitude, 
tant  boréale  qu'australe,  où  la  différence  de  la  haute  à  la  basse  mer  est 
nulle,  et  au  delà  duquel  l'instant  de  la  haute  mer  arrive  à  midi  ;  or,  ces 
résultats  étant  contraires  aux  observations,  on  peut  en  conclure  que  la 
profondeur  moyenne  de  la  mer  n'est  pas  d'une  lieue. 

Dans  le  cas  de  [x  =  5  ou  d'une  profondeur  de  deux  lieues,  on  trou- 
vera 

_        I  +  3cOS2  0r         ,  i      •     ,  /  <,     /         i     •     o     /,n 

a/  —  op,  7629 7: [cos2  v  —  |  sin2v  +  e(cos2  v'  —  |  sin2  v')J 

o,5  +  3,0980     sin2  9 

+  1 ,6237      sin4  9 

-1-0,3619     sin6  9  \(      esin2  v'cos(2Ai^ -h  2sj  —  29') 
oP,7629sin20  /  > 

+  0,04596   sin8  9  I  (  +    sin2  v  cos(2«f -1- 2ct  —  29  ) 

4-  0,00379   sin10(9 

-+-  0,00021 1  sin123 

Et  l'on  aura,  dans  les  mêmes  suppositions  que  ci-dessus,  3oP,o9 
pour  la  différence  de  la  haute  à  la  basse  mer  à  l'équateur;  mais  ici 
l'instant  de  la  haute  mer  est,  pour  tous  les  climats,  celui  du  passage 
des  astres  par  le  méridien.  La  différence  3op,o9  étant  beaucoup  plus 
grande  que  suivant  les  observations,  on  ne  peut  supposer  à  la  mer 
une  profondeur  moyenne  de  deux  lieues. 

Enfin,  dans  le  cas  de  \k  =  f  ou  d'une  profondeur  de  quatre  lieues, 
on  trouvera 

I  -1-  3COS2Ô  ,  ,  . 

y.y  =  op,7629 ^ [cos2v  —  |sin2  v  -+-  e(cos2  v'—  |  sin2  v')] 

o,5  +0,3762    sin2  9  \ 

+  0,0783    sin4  9  f 

fi       e  sin2  v'  cos  (2  nt  +  257  ■—  29') 
+  op, 7629 sin2 0  <         +0,00787  sin6  9  )  j 

j  i  '  "+"    sin2  v  cos(2nf  +  2cj  —  29) 

1         +  0,00047  sin8  ^ 

\         +  0,00002  sin10 9 
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L'instant  de  la  haute  mer  est  ici,  comme  dans  le  cas  précédent, 
celui  du  passage  des  astres  par  le  méridien,  et  l'on  trouve,  dans  les 
mêmes  suppositions  que  ci-dessus,  5p,i37  pour  la  différence  de  Ifi 
haute  à  la  basse  mer  à  l'équateur.  Ces  résultats  étant  assez  conforma 
h  ce  que  l'on  observe,  nous  n'avons  aucune  raison  de  rejeter  une  pro- 
fondeur moyenne  de  quatre  lieues;  mais,  si  la  différence  5p,  137  parais- 
sait trop  considérable,  il  faudrait  admettre  alors  une  profondeur  plus 
grande  que  quatre  lieues;  car,  en  augmentant  la  profondeur  de  la  mer 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  diminuant  la  valeur  de  {/.,  on  a  de  plus 
petites  marées.  Pour  le  faire  voir,  considérons  la  loi  des  valeurs  de 
(x(r),  (Jt(r-,),  [/.(r~2),  ...  ;  il  est  facile  d'en  conclure  que,  si,  dans  le  cas  de 
p  =  |*i  toutes  ces  valeurs  sont  positives  jusqu'à  i*.{r~s)  inclusivement, 
dans  le  cas  de  ^  =  i—f,  elles  seront  encore  positives  et  plus  grandes 
que  dans  le  premier  cas,  si  l'on  excepte  cependant  la  valeur  de  [x(r) 
qui,  dans  ces  deux  cas,  est  égale  à  2>2-f-  3r;  car  fx(r~,),  par  exemple, 

étant  égal  à  i(r  —  i)a-+-  3(r—  1)  —  i\k^r~1' — (r)  \r~~1>,  augmente 

lorsque  [/.  diminue,  puisque  la  partie  négative  —  ?.\k^'  ~    —         ~~ 

est  d'autant  moindre  que  [à  est  plus  petit.  Il  suit  de  là  que,  les  valeurs 
de  [iSr\  p.(/"_1),  [x(r-2),  . . .  ayant  été  trouvées  positives  dans  le  cas  de 
|x  =  5,  lorsque  p.  sera  moindre  que  5,  ces  valeurs  seront  encore  posi- 
tives et  deviendront  d'autant  plus  considérables  que  p.  sera  plus  petit, 
et  comme  on  a 

et 

il  est  clair  que,  tant  que  [x  sera  égal  ou  au-dessous  de  5  ou,  ce  qui 
est  la  même  chose,  tant  que  la  profondeur  moyenne  de  la  mer  sera 
égale  ou  au-dessus  de  deux  lieues,  la  valeur  de  a,  dont  dépend  la  dif- 
férence de  la  hauteur  des  marées,  sera  positive  et  deviendra  plus  petite 
lorsque  cette  profondeur  sera  plus  grande;  mais  cette  diminution  de 
la  valeur  de  a  a  des  limites;  car,  dans  le  cas  de  [x  infiniment  petit,  on 

OEuvres  de  L.  —  IX.  29 
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aurait  a  =  ^ëa?2,  ce  qui  donnerait  à  l'équateur,  dans  les  pleines  et 
nouvelles  Lunes  des  équinoxes,  2p,67  pour  la  différence  de  la  haute  à 
la  basse  mer;  or  cette  différence  est  (art.  XIX)  celle  que  donne  la 
théorie  ordinaire. 

Il  résulte  des  calculs  précédents  que  la  profondeur  de  la  mer  influe 
d'une  manière  très  sensible  sur  la  hauteur  des  marées,  et  qu'elles  sont 
susceptibles  à  l'équateur  de  toutes  les  variétés  possibles,  par  la  seule 
variation  de  cette  profondeur;  nous  allons  déterminer  ici  ces  variétés 
pour  toutes  les  valeurs  de  ja  comprises  entre  pt.  =  20  et  [jl  =  o,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  pour  toutes  les  profondeurs  de  la  mer  égales  ou 
plus  grandes  qu'une  demi-lieue. 

Pour  cela,  nous  observerons  d'abord  que  si  l'on  nomme  B  et  B(1)  les 

valeurs  de  a  et  de  -p  à  l'équateur,  ou  lorsque  x  =  1,  l'équation  (R) 

donnera,  en  faisant  oc  =  1, 

(i)  —  B'1»  —  2B(3-fji)+46  —  o. 

Nous  observerons  ensuite  que,  dans  le  cas  où  p. '=  20,  toutes  les 
valeurs  de  \k{r)  sont  positives,  excepté  celles  de  \kw,  et  c'est  pour  cela 
que  les  valeurs  de  A(r)  sont  toutes  négatives  lorsque  r  est  plus  grand 
que  3  ;  donc,  si  jx  =  20  — /,  toutes  les  valeurs  de  \iSr),  au-dessus  de  p.(3), 
seront  positives  et  plus  grandes  que  lorsque  p.  =  20  ;  or  on  a 

„m-27       36(20-/) 
„<*>=:    5_8(2o      /)=:5_ 


(2)  i4  20 

20 — /      pw 


Cela  posé,  si,  lorsque  p.  =  20  —  /,  [i.(3)  est  négatif,  il  sera  moindre 
que  dans  le  cas  de  p.  =  20,  car  pw  étant  positif  et  plus  grand  dans 
le  premier  de  ces  deux  cas  que  dans  le  second,  la  partie  négative 

—  36   °  WJ  sera  moindre  dans  le  premier  cas.  La  valeur  de  (jlC2)  sera 
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alors  évidemment  positive  dans  les  deux  cas;  celle  de  [x(0  sera  paivil- 

o 

lement  positive,  car  la  quantité  négative  — 7 est  visiblement 

20—/  jJL<3' 

moindre  dans  le  cas  de  [l  —  20  —  /  que  dans  le  cas  de  pt.  =  20;  donc, 
la  valeur  de  pt.(,)  étant  positive  dans  ce  dernier  cas,  elle  le  sera  à  plus 
forte  raison  dans  le  premier. 

Si,  lorsque  p.  ==  20  — /,  ;x(3)  est  positif  et  [*(2)  négatif,  il  est  clair  que 
(x(,)  sera  positif;  d'où  il  suit  généralement  que,  [x  étant  égal  ou  au-des- 
sous de  20,  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  seule  des  valeurs  de  [x(r)  négative, 
et  cette  valeur  ne  peut  être  que  (jl(,),  \l{2)  ou  [/.{3);  l'expression  de  a  ne 
peut  donc  être  alors  que  de  l'une  des  quatre  formes  suivantes 

a  =  iêa;2+/a;44-/1)^-/2»a;8-/(})a;10-..., 
a  =  ^xi-\-fxi—f^x6—fWx9—f3)xi0  —  ..., 
a  =  ±6x*  —  fx*  —  f»xG  — fWx%— f^x10  —  ..., 

/,  /(,),  /(2),  . . .  étant  des  quantités  positives. 

Dans  tout  l'intervalle  compris  entre  \x  =  20  et  [j.  =  10,  les  trois  pre- 
mières formes  peuvent  avoir  lieu;  lorsque  [x  =  io,  toutes  les  valeurs 
de  [x(r)  sont  positives,  excepté  [x(<),  et  par  cette  raison  l'expression  de  a 
est,  dans  ce  cas,  de  la  troisième  forme;  les  expressions  de  a  corres- 
pondantes aux  valeurs  de  [a  comprises  entre  10  et  5  ne  peuvent  donc 
être  que  de  la  troisième  ou  de  la  quatrième  forme,  et,  comme  dans  le 
cas  de  a  =  5,  toutes  les  valeurs  de  \t.(r)  sont  positives,  elles  le  seront 
encore  dans  tout  l'intervalle  compris  entre  p.  =  5  et  [/.  =  o,  et  l'expres- 
sion de  a  sera  de  la  quatrième  forme.  ' 

Présentement,  il  est  visible  que,  si  l'on  suppose 

B(D==:6B-2D, 

D  sera  nécessairement  négatif  dans  le  cas  des  deux  premières  formes. 
En  substituant  cette  valeur  de  B(,)  dans  l'équation  («  ),  on  aura 

2gj-D. 
D  =  -S , 
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d'où  il  suit  que,  lorsque,  dans  l'intervalle  compris  entre  [x  =  20  et 

jx  =  6,  la  valeur  de  a  est  susceptible  de  l'une  des  deux  premières 

formes,  B  est  négatif;  mais,  dans  ce  cas,  l'Océan  s'abaisse  à  l'équa- 

teur  sous  l'astre  qui  l'attire,  en  sorte  que  l'instant  de  la  basse  mer  est 

celui  du  passage  de  l'astre  au  méridien.  On  doit  donc  exclure  toutes 

les  valeurs  de  (x  comprises  entre  20  et  6  qui  donneraient  pour  a  une 

valeur  de  la  première  ou  de  la  seconde  forme. 

Si  l'on  suppose 

R(')=2B-2D, 

D  sera  nécessairement  négatif  dans  le  cas  de  la  troisième  forme;  en 

substituant  cette  valeur  de  B0)  dans  l'équation  («),  on  aura  B  =  -7— —  ; 

d'où  il  suit  que,  dans  tous  les  cas  où,  (x  étant  compris  entre  20  et  4» 
a  est  de  la  troisième  forme,  B  est  négatif,  et  qu'ainsi  on  doit  exclure 
tous  ces  cas;  [x  étant  plus  grand  que  5,  si  la  valeur  de  a  est  de  la  qua- 
trième forme,  elle  sera,  par  ce  qui  précède,  plus  grande  que  dans  le 
cas  de  |x=5,  qui,  comme  nous  l'avons  vu,  donne  des  marées  beau- 
coup trop  fortes.  On  doit  donc  généralement  exclure  toutes  les  valeurs 
de  p.  comprises  entre  20  et  5,  et,  par  conséquent,  rejeter  toutes  les  pro- 
fondeurs intermédiaires  entre  une  demi-lieue  et  deux  lieues  ;  au-dessus 
de  deux  lieues,  toutes  les  valeurs  de  a  sont  positives,  et  les  hauteurs 
des  marées  vont  en  diminuant  à  mesure  que  l'on  fait  croître  la  profon- 
deur, en  sorte  que,  dans  la  supposition  de  quatre  lieues  de  profondeur 
moyenne,  on  n'a  plus  qu'environ  cinq  pieds  de  différence  àl'équateur 
entre  la  haute  et  la  basse  mer.  Je  n'ai  point  examiné  le  cas  où  [x  est 
plus  grand  que  20  et  où,  par  conséquent,  l'Océan  a  moins  d'une  demi- 
lieue  de  profondeur,  parce  qu'il  me  paraît  vraisemblable  que,  la  mer 
ayant  recouvert  autrefois  des  montagnes  fort  élevées  au-dessus  des- 
quelles elle  a  laissé  des  marques  incontestables  de  son  séjour,  on  ne 
peut  lui  supposer  moins  d'une  demi-lieue  de  profondeur  moyenne. 

Suivant  les  observations  faites  dans  les  mers  libres  et  loin  des  conti- 
nents aux  environs  de  l'équateur,  la  hauteur  des  marées  n'excède  pas 
cinq  pieds;  il  y  a  même  tout  lieu  de  croire  que,  sans  la  réaction  des 
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continents,  la  pente  des  rivages  et  mille  autres  causes  dont  l'effet  Bftt 
très  sensible  sur  nos  côtes,  cette  hauteur  serait  moindre.  On  peut  donc 
regarder  au  moins  comme  très  probable  que  la  profondeur  moyen  ne 
de  la  mer  n'est  pas  au-dessous  de  quatre  lieues;  nous  pourrions  pro- 
noncer avec  plus  de  certitude  sur  cet  objet  important,  si  nous  connais- 
sions exactement  le  rapport  de  la  densité  de  la  mer  à  la  densité  moyenne 
de  la  Terre,  et  si  nous  avions  un  plus  grand  nombre  d'observations 
faites  avec  soin  dans  la  mer  du  Sud  et  le  plus  loin  qu'il  est  possible 
des  continents;  indépendamment  de  l'utilité  dont  elles  nous  seraient 
dans  la  discussion  présente,  elles  serviraient  encore  à  nous  éclairer 
sur  un  phénomène  des  marées,  dont  la  théorie  ne  peut  rendre  raison, 
et  qui  me  paraît  être  l'effet  des  obstacles  que  la  mer  éprouve  dans  ses 
oscillations.  Il  résulte  des  formules  précédentes  que,  dans  les  nou- 
velles et  pleines  lunes,  la  haute  mer  doit  arriver  à  midi,  et  que  le 
temps  des  syzygies  est  celui  où  la  différence  de  la  haute  à  la  basse  mer 
est  à  son  maximum;  or  on  observe  assez  généralement  que  la  haute 
mer  n'arrive  dans  les  syzygies  qu'une  heure  ou  deux  après  midi  et  que 
les  plus  hautes  marées  n'ont  lieu  qu'un  jour  ou  deux  après  les  syzy- 
gies. On  pourrait  cependant  justifier  la  théorie,  en  considérant  que 
nos  formules  ne  représentent  que  la  partie  des  oscillations  de  la  mer 
qui  est  due  à  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  et  qu'il  serait  possible, 
en  ayant  égard  aux  oscillations  qui  dépendent  de  l'état  primitif  de  la 
mer,  d'expliquer  les  retards  que  l'on  observe  dans  les  marées;  mais, 
en  réfléchissant  de  nouveau  sur  les  raisons  qui  m'ont  déterminé  à  né- 
gliger ces  oscillations,  il  me  paraît  de  plus  en.  plus  indubitable  que, 
sans  l'action  continue  du  Soleil  et  de  la  Lune,  les  eaux  de  la  mer 
seraient  depuis  longtemps  parvenues  à  l'état  d'équilibre,  en  vertu  des 
frottements  et  des  résistances  en  tout  genre  qu'elles  éprouvent  :  il  est 
donc  extrêmement  probable  que  ces  retards  sont  l'effet  des  obstacles 
que  les  continents  et  les  îles  opposent  aux  oscillations  de  la  mer,  puis- 
que sur  nos  côtes,  où  l'influence  de  ces  obstacles  est  plus  sensible,  les 
retards  des  marées  sont  très  variables  d'un  port  à  l'autre,  et  qu'en  gé- 
néral la  théorie  se  rapproche  d'autant  plus  des  observations,  qu'elles 
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ont  été  faites  dans  des.  mers  plus  libres;  d'ailleurs  les  intervalles  ob- 
servés des  marées  ont  à  très  peu  près  avec  les  mouvements  du  Soleil 
et  de  la  Lune  le  rapport  que  donne  la  théorie,  ce  qui  serait  impos- 
sible si  la  cause  de  ces  retards  était  indépendante  des  mouvements 
de  ces  astres  et  si  elle  n'était  pas  une  modification  de  leur  action  sur 
la  mer. 

XXVIII. 

De  l'équilibre  ferme  des  planètes. 

Je  terminerai  ces  recherches  sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer  par 
quelques  réflexions  qu'elles  m'ont  donné  lieu  de  faire  sur  l'état  d'é- 
quilibre que  les  géomètres  ont  nommé  ferme,  dans  la  théorie  de  la 
figure  de  la  Terre.  Un  système  de  corps  étant  supposé  en  équilibre,  si 
on  le  dérange  infiniment  peu  de  cet  état  d'une  manière  quelconque, 
l'état  d'équilibre  sera  ferme,  toutes  les  fois  que  les  différents  corps  du 
système  ne  feront  que  des  oscillations  infiniment  petites  autour  de 
leurs  points  d'équilibre  ;  d'où  il  suit  que,  si  l'on  représente  par  x,  y,  z, 
x ', y,  z',  ...  les  coordonnées  qui  représentent  la  position  de  ces  corps 
par  rapport  à  ces  points,  leurs  expressions  doivent  être,  dans  le  cas 
d'un  équilibre  ferme,  des  fonctions  périodiques  du  temps  t,  ou  au 
moins  des  fonctions  de  ce  temps,  telles  qu'elles  n'aillent  pas  en  crois- 
sant à  l'infini,  et  si  l'une  d'elles,  par  exemple  z,  renfermait  un  terme 
proportionnel  au  temps,  l'équilibre  ne  serait  ferme  que  par  rapport 
aux  autres  variables.  En  partant  de  cette  définition,  déterminons 
quelles  sont  les  conditions  qui  rendent  ferme  l'équilibre  d'un  fluide 
qui  recouvre  un  sphéroïde  de  révolution  tournant  sur  son  axe. 

Pour  considérer  cet  objet  avec  toute  la  généralité  dont  il  est  sup- 
ceptible,  il  serait  nécessaire  de  reprendre  les  équations  (6),  (7)  et(9) 
de  l'article  XXII  et  de  les  intégrer  généralement  en  y  supposant  R=  o 
et  en  déterminant  les  fonctions  arbitraires  de  leurs  intégrales  de  ma- 
nière qu'elles  satisfassent  aux  conditions  de  l'ébranlement  primitif  du 
fluide;  mais,  l'intégration  générale  de  ces  équations  étant  impossible, 
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au  moins  dans  l'état  actuel  de  l'Analyse,  nous  nous  bornerons  ici  à 
examiner  quelques  cas  particuliers  fort  étendus. 

En  faisant  R  =  o,  dans  les  équations  (6),  (7)  et  (9),  elles  devien- 
dront 

(Pu  dv  .   c       a  dy      dl)  A 

d*v    .      .  du    .    .        a  dy        ôD  . 

-7-v  sin2  9  -+-  2  n  -j-  sm9cos9=  —  g^-  -+-  -.—  à; 
dt-  dt  °  axxs       dus 

pour  les  simplifier,  nous  supposerons  l'ébranlement  primitif  tel  que  le 
fluide  conserve  toujours  la  figure  d'un  solide  de  révolution,  ce  qui 

donne 

dy  dv 

-/-  =  o,         -5—  =  o 
dxn  ans 

et 

—  -o 

dm 

Nous  supposerons  ensuite  que  le  solide  recouvert  par  la  mer  est  un 
ellipsoïde  de  révolution;  la  profondeur  /y  du  fluide  est  alors  égale  à 
/-h  ^sin2Q,  q  pouvant  être  positif  ou  négatif,  mais  devant  être  dans  ce 
dernier  cas  moindre  que  —  /,  autrement  le  fluide  ne  recouvrirait  pas 
le  sphéroïde  à  l'équateur.  Les  trois  équations  précédentes  se  change- 
ront ainsi  dans  les  suivantes  : 


d.(  1-+-  ysin20)asin< 
ys'm9  =  -l~ ±- 


dQ 
efiu  dv  .    .        .  dy       dB  . 

d*v   .   mû  du 

-î~  sin5  9  -+- 2  n  —r  sin  9  cos  9  =  o. 

dt*  dt 

Il  est  aisé  de  s'assurer  par  l'article  III  que  ces  équations  subsiste- 
raient encore  dans  le  cas  où  v  renfermerait  un  terme  proportionnel  au 

temps/,  et,  par  conséquent,  où  -3-  renfermerait  un  terme  indépendant 
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de  /,  mais  que,  pour  leur  exactitude,  il  est  nécessaire  que  -—-  et  t- 

ne  renferment  aucun  terme  semblable.  Pour  satisfaire  présentement  à 
ces  équations,  supposons 

y  =  aeu-ha',         D  =.  f  eil -\- f , 

u=.b  eil  -+-  b', 

dv  .         ; 

— -  =  ce"-+-  c, 
dt 

e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  et  «,  a', 
/,  /',  b,  b',  c,  c'  étant  des  fonctions  de  6  seul;  on  formera  les  cinq 
équations 

d.b'sme(i+  qr  sin2^) 

a'  sin  0  —  —  /  — — — -rrr, 1 

od 

,  .    a        a  da'       âf  . 

—  2  ne'  sin  9  cos  9~  —  g  -r -=  +  -—-A, 

09  OU   ■ 

d.bsinvl  n-  -  sin5 
a  sin  6  —  —  / 


de 

•97  •    n        n  àa       df  K 

i%b  —  inc  sin 9  cos (9  —  —  g-K7i  +  -^  A, 

°  aU       oU 

c  sin2  9  -f-  inb  sin  9  cos  9  =  o. 

Au  moyen  des  deux  premières  équations,  on  déterminera  deux  des 
trois  quantités  d,  b'  et  c,  lorsqu'on  connaîtra  la  troisième;  la  cin- 
quième équation  donne  c  —  —  inb  -r—r,;  la  troisième  et  la  quatrième 
deviendront  ainsi 


a  sim 


d.bsinQ(i+  |sin2^ 


(i>  +  {ln*cos>9)b=-g^-vfQA. 

Supposons  que  l'on  ait  déterminé  a  et  6  de  manière  à  satisfaire  à  ces 
équations,  on  aura,  pour  un  temps  quelconque  t,  les  valeurs  de  r,  u  et 
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ci  -T-  5  dans  le  cas  où  l'ébranlement  primitif  a  été  (el  qu'à  l'origine  du 
mouvement  on  ait  eu 


y=za-[-a', 

dy 

dt  " 

-  ia, 

u  =  b  ■+■  b\ 

du 
~dl  ~ 

zzib, 

Les  équations  précédentes  ne  renfermant  que  le  carré  de  i,  il  est 
clair  que  l'on  peut  prendre  i  en  -f-  ou  en  —,  en  sorte  que  l'on  peut 

supposer 

j  =  a(e''(+êr")  +  a', 

u  =  b(eit+6e-i')-i-b\ 
dv 

6  étant  un  coefficient  quelconque  indépendant  de  0  et  de  t;  ce  sont  les 
valeurs  de j%  m,  -j->  qui  conviennent  au  fluide  dans  le  cas  où  l'on  a  à 
l'origine  du  mouvement 

j  =  a(i  +  6)  +  «',         -£==iVi(i— 6), 
tc  =  6(iHh6)-»-*',         ^=ib(i-S), 


dt 


_=c(i  +  o)-hc'. 


Si  l'on  voulait  qu'à  cette  origine  -—-■>  -r-  et  —  fussent  zéro,  il  faudrait 
supposer  6  =  i  et  c'  =  —  ic. 

La  stabilité  de  l'équilibre  exige  en  général  que  i1  soit  une  quantité 
négative;  car  il  est  aisé  de  s'assurer,  par  la  théorie  connue  des  expo- 
nentielles, que  les  valeurs  précédentes  de  j,  u  et  -=-  ne  renfermeront 

alors  que  des  sinus  et  des  cosinus  du  temps  /,  et  seront  par  conséquent 
des  fonctions  périodiques  de  ce  temps,  au  lieu  que,  l'étant  positif,  ces 
valeurs  renfermeront  des  quantités  exponentielles  qui  peuvent  croitiv 
à  l'infini,  et  les  oscillations  du  fluide  cesseront  d'être  infiniment  pe- 

QEurres  de  L.  —  IX.  3o 
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tites;  il  faut  cependant  excepter  le  cas  où,  r  étant  positif,  on  suppose- 
rait i  négatif  et  6  =  o;  car  alors  la  quantité  exponentielle  eic  irait  tou- 
jours en  diminuant,  et  le  fluide  approcherait  sans  cesse  de  l'état 
d'équilibre. 

Lorsque  i2  est  négatif,  les  valeurs  précédentes  de  y  et  de  u  sont,  à  la 
vérité,  périodiques  et  l'équilibre  est  ferme  relativement  à  ces  valeurs, 
mais  il  ne  l'est  par  rapport  à  v  que  dans  le  cas  où  c' '=  o,  ce  qui  sup- 
pose, à  l'origine  du  mouvement,  -j-  =  c(i  -+-  6),  en  sorte  que  la  stabi- 
lité de  l'équilibre  par  rapport  à  v  exige  une  certaine  vitesse  initiale 
aux  molécules  fluides,  dans  le  sens  de  la  longitude.  Au  reste,  on  peut, 
dans  la  recherche  de  la  figure  des  planètes,  se  contenter  d'un  équi- 

libre  ferme  relativement  à  j,  u  et  -r->  parce  que  la  stabilité  de  l'équi- 
libre par  rapport  à  la  figure  ne  dépend  que  de  y.  Appliquons  main- 
tenant l'analyse  précédente  à  quelques  cas  particuliers. 

Le  plus  simple  de  tous  est  celui  dans  lequel  on  suppose  a  =  Acos6; 
on  trouvera  facilement  dans  ce  cas,  par  l'article  XXIII, 

fA  =  f  tc  A  A  cos  9  =  g  -^yy  h  cos  0, 

g  étant,  comme  on  Ta  vu  précédemment,  égal  à  f  tc A(,)  ;  l'équation 


donnera  donc 


et  l'équation 


donnera 


(«■»+  \n^o&e)b=:-  g^  +  J£a 


■""iw^ 


asin 


i'2H-  ^n"-—  4/i2sin2 


d.bsme(i+  |sin2^ 


sin&costf=: 


^-^('-Â^ 


dd 


sin*  Q(  i+  j  sin2 

à a 

i—  sin26 

*2  +  4«2 


ï*+4i*  <?0 
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Otte  équation  ne  peut  visiblement  avoir  lieu  que  dans  le  «as  où 


et  alors  elle  donnera 


d'où  l'on  tire 


1  —         ^n* 
/  1*4- 4/**' 


'-^) 


<14-4/l2        ' 


2rt 


#1 


(<-^t) 


et  ce  n'est  que  clans  le  cas  où  q  a  cette  valeur  que  l'expression  de  a  es! 
susceptible  de  la  forme  AcosO.  Si  l'on  veut  que  l'équilibre  soit  ferme 
relativement  à  v,  on  fera  c'  =  o,  partant  a'  =  o  et  b'  =  o;  on  aura  ainsi 

y  =  h  cosd(eil+  6e-'7), 

Scî))*8inl 

-(e«-l-6e-"), 


(i2+4/i2)(i  +  ^sin2^ 


La  supposition  de  i2  négatif  entraîne  nécessairement  celle  de  A  moindre 
que  A(,),  car  alors  l'équation  q  =  .a  4  2  ne  peut  avoir  lieu  qu'en  sup- 
posant —  i2  plus  grand  que  4^2;  autrement  on  aurait  —  q  plus  grand 
que  /,  ce  qui  est  impossible.  Soit  donc 

i'2  étant  nécessairement  positif,  l'équation 


I  —  i»+4n* 
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donnera 


2te(» 


A<*> 


or  cette  équation  ne  peut  subsister  que  lorsque  l'on  a  A<  A(,);  dans 
ce  cas,  i2  est  négatif  et  l'équilibre  du  fluide  est  ferme;  mais,  si  A  est 
plus  grand  que  A(0,  i2  sera  positif  et  l'équilibre  ne  sera  ferme  qu'en 
supposant  i  négatif  et  €  =  o  dans  les  formules  précédentes. 

Dans  le  cas  que  nous  venons  de  discuter,  le  fluide  conserve  toujours 
la  même  figure  elliptique  et  le  même  axe  de  révolution  que  lorsqu'il 
est  en  équilibre,  avec  cette  seule  différence  que  le  centre  du  sphéroïde 
fluide,  au  lieu  de  coïncider,  comme  dans  l'état  d'équilibre,  avec  celui 
du  sphéroïde  qu'il  recouvre,  en  est  éloigné  de  la  quantité 

a/i(eJ'<H-êe-''<); 

d'où  il  suit  que,  dans  la  supposition  de  r  négatif  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  de  A  moindre  que  A(0,  le  centre  du  sphéroïde  fluide  fait  des 
oscillations  continuelles  autour  du  centre  du  sphéroïde  recouvert  par 
le  fluide  et  qu'il  s'en  approche  sans  cesse  lorsque  l'on  a  A>A(,), 
pourvu  que  l'on  suppose  alors  i  négatif  et  6  =  o. 
Considérons  présentement  le  cas  général  où  l'on  a 

a  =  h  cos''  9  -f-  hW  cos'""1 9  +  h^  cos''-2  9  + . . . , 

et,  pour  avoir  un  équilibre  ferme  par  rapport  à  v,  supposons  a'=  o, 
b'  =  oetc'=o;  nous  aurons,  par  l'article  XXIII,  pour/A,  une  expres- 
sion de  cette  forme 

/A  =  o-  cosr  9  -+-  <j<l>  cosr-1  0  + . . . , 
a  étant  égal  a  ^        ;  1  équation 


(^+4«2cos20)6=-^^-h^A 


donnera  donc 


b  _  Ejn Q  (gh  ~  g) r  cos''~1  B  +  (#hli)  -  g(1)  )  (  ^  ~  0  cos'"-2  9  +  {ghw  -  qW  )  (  r  -  2  )  cos''-3 1 

t2 -H  4 /i2  —  4«2sin2ô 
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Supposons,  comme  précédemment,  %  —  —  ,     ,  -1>  l'équation 

d.fcsinofi-t-lsin'ô) 

a  sin  0  =  —  / ^3 '- 

ov 

donnera 

h  sin#cos'*0-h  fi(l)  sin0cosr-,ô  +  . .  . 

=—  tt+4/t2  ['*  ('"  +  0  (s7*  -  *) cosr0 

-h  r(r  —  I)  (gh^  —  gh  —  »<»> -+-  a)  cos'-«  0  -+- . . .]; 

en  comparant  les  différentes  puissances  de  cosO,  on  aura  d'abord 

±J)[X 3A -1 

4«*  i*-t-4/i*    L        (ar-i-i)AWJ    ' 


fi—       lr{r  +  \){gh~  a)  _       lgr(r 


ce  qui  donne 

4ns 


n     T  3A        V 

on  déterminera  ensuite  le  rapport  des  coefficients  A(,),  h(2),  ...  au  coef- 
ficient A  au  moyen  des  autres  équations  que  donne  la  comparaison  des 
puissances  de  cosô,  et  h  restera  arbitraire. 

On  prouvera  facilement,  comme  ci-dessus,  que  la  supposition  de  i* 
négatif  entraîne  celle  de  3A  moindre  que  (2r+  i)A(,)  et,  dans  ce  cas, 
l'équilibre  sera  ferme;  mais,  si  l'on  a  3A>  (ir-\-  i)A(,),  i*  sera  positif 
et  l'équilibre  ne  sera  ferme  qu'en  faisant  i  négatif  et  6  =  o. 

Si  l'on  suppose  r=  1,  on  aura  le  cas  que  nous  avons  discuté  précé- 
demment; en  supposant  r  =  2,  on  aura  celui  dans  lequel  la  figure  du 
sphéroïde  reste  elliptique  durant  l'oscillation  et  s'aplatit  plus  ou  moins 
que  dans  l'état  d'équilibre,  qui  ne  sera  ferme  alors  que  dans  la  suppo- 
sition de  3A  moindre  que  5A(,),  à  moins  que,  dans  la  supposition  con- 
traire, on  ne  fasse  i  négatif  et  6  =  o. 

Examinons,  d'après  ces  calculs,  les  conditions  que  quelques  géo- 
mètres ont  exigées  dans  la  recherche  de  la  figure  des  planètes  et  les 
raisons  sur  lesquelles  ils  se  sont  fondés. 
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Si  l'on  conçoit  que  le  fluide  supposé  en  équilibre  sur  un  sphéroïde 
elliptique  prend  instantanément  une  figure  de  révolution  infiniment 
peu  différente  de  la  première,  de  manière  que  le  rayon  du  sphéroïde 
fluide  soit  augmenté  de  la  quantité  ay,  il  est  aisé  de  voir,  par  les 
articles  V  et  XXII,  qu'il  en  résultera  dans  le  sens  du  méridien  une 

force  tangentielle  égale  à  —  g-^  -h  -^ A;  cette  force  tend  à  éloigner 

le  fluide  du  pôle  si  elle  est  positive  ou  à  l'en  rapprocher  si  elle  est 
négative.  Imaginons  maintenant  que  la  figure  du  fluide  reste  ellip- 
tique et  que  son  centre  coïncide  toujours  avec  celui  du  sphéroïde; 
l'expression  de  y  sera  de  cette  forme/?  -\-p{K)  sin2Ô,  et  cette  figure  sera 
plus  ou  moins  aplatie  que  dans  le  cas  de  l'équilibre,  suivant  que p{i) 
sera  positif  ou  négatif;  or  on  a,  par  l'article  XXIII, 

<j{i)  étant  égal  à  f  tt/?(,)A,  ce  qui  donne 

ày      àD  .  (         3A  \    ...   .    . 

Gela  posé,  on  a  exigé,  pour  la  stabilité  de  l'équilibre,  que  la  force 

—  ig(  i  —  g-^yW^sinôcosô  soit  dirigée  vers  les  pôles  ou  vers  l'équa- 

teur,  suivant  que  la  ligne  du  fluide  est  plus  ou  moins  aplatie  que  dans 
le  cas  de  l'équilibre,  afin  d'allonger  cette  figure  dans  le  premier  cas  et 
de  l'aplatir  dans  le  second;  or  cette  condition  suppose  visiblement  que 

—  igi  i  —  ^\jj)JP{i)  est  d'un  signe  différent  dep(t)  et,  par  conséquent, 

3A  .  ,  . 

que  i  —  g^j  est  une  quantité  positive  ou,  ce  qui  revient  au  même, 

quel'onaA<|A(,). 

Il  est  aisé  de  voir  que  ce  raisonnement  ne  s'étend  qu'au  cas  parti- 
culier où  l'ébranlement  primitif  a  conservé  au  fluide  la  figure  d'un 
ellipsoïde  de  révolution  dont  le  centre  coïncide  avec  celui  de  la  pla- 
nète et  que,  dans  ce  cas  même,  il  suppose  que,  durant  les  oscillations 
du  fluide,  cette  figure  reste  constamment  elliptique,  ce  qui  n'a  lieu, 
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par  ce  qui  précède,  que  dans  la  supposition  m'i  la  profondeur  du  Suide 
est  telle  que 

7 


3»(i_5^y 


on  ne  peut  donc  en  conclure,  généralement,  que  l'équilibre  sera  ferme 
toutes  les  fois  que  l'on  aura  3A  <  5  A(0,  et  qu'il  ne  sera  ferme  que  (lan- 
cette hypothèse  de  densité.  Ce  n'est  qu'en  ayant  égard  au  mouvement 
du  fluide  et  non  point  à  la  nature  de  la  force  tangentielle  qui  l'anime 
à  l'origine  du  mouvement  que  l'on  peut  prononcer  sur  la  stabilité  de 
l'équilibre.  Un  état  d'équilibre  ferme  absolu  est  celui  dans  lequel  le 
fluide  ne  pourrait  faire  que  des  oscillations  infiniment  petites,  en  le 
supposant  infiniment  peu  dérangé  de  cet  état  d'une  manière  quel- 
conque; cela  posé,  la  condition  de  3A<5A(,)  est  bien  éloignée  de 
donner  un  équilibre  ferme,  car  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  t'ait 
voir  ci-dessus  que,  dans  la  supposition  de  A>A(,),  il  y  a  une  infinité 
de  manières  d'ébranler  le  fluide  dans  lesquelles  il  cessera  de  faire 
des  oscillations  infiniment  petites,  quoique  la  condition  de  3A<  ">A  ' 
puisse  être  remplie.  Au  lieu  de  la  condition  de  3A<5A(,),  on  pour- 
rait choisir  celle  de  A  <  A(1),  et  alors  la  condition  générale  de 

3A<(Hr-+-i)£{t\ 

que  nous  avons  trouvée  précédemment,  serait  satisfaite;  mais,  comme 
cette  condition  elle-même  ne  s'étend  qu'à  une  espèce  particulière 
d'ébranlements  primitifs,  il  ne  suit  pas  de  ce  qu'elle  est  remplie  que 
l'équilibre  est  ferme  dans  tous  les  cas  possibles.  Il  parait  même  extrê- 
mement vraisemblable  que,  quelques  hypothèses  que  l'on  fasse  sur  la 
profondeur  et  sur  la  densité  du  fluide,  il  y  a  toujours  une  infinité  de 
manières  de  l'ébranler  infiniment  peu,  dans  lesquelles  il  cessera  de 
faire  des  oscillations  infiniment  petites;  de  là,  on  peut,  ce  me  semble, 
conclure  que  la  condition  de  3A  <  5A(4)  est  illusoire  dans  la  recherche 
de  la  figure  des  planètes;  on  peut  même  dire  généralement  que,  (lan- 
cette recherche,  la  considération  de  la  stabilité  de  l'équilibre  est  inu- 
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tile,  puisqu'il  n'y  a  point  vraisemblablement  d'équilibre  ferme  absolu 
et  que  la  stabilité  est  toujours  relative  à  la  nature  de  l'ébranlement 
primitif. 

XXIX. 

De  la  précession  des  ëquinoxes  et  de  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre,  qui 
résultent  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre  et 

ê 

sur  les  eaux  qui  te  recouvrent. 

J'ai  déjà  remarqué  (art.  II)  qu'il  ne  suffisait  pas,  dans  les  recherches 
sur  la  précession  des  équinoxes,  d'avoir  égard  à  l'action  du  Soleil  et  de 
la  Lune  sur  la  partie  solide  de  la  Terre,  et  que  les  eaux  qui  la  recou- 
vrent, agitées  par  les  attractions  de  ces  deux  astres,  pouvaient  influer 
très  sensiblement  sur  ce  phénomène;  je  me  propose  ici  de  soumettre 
cette  influence  à  un  calcul  rigoureux  et  de  donner  ainsi  à  la  théorie  de 
la  précession  des  équinoxes  un  nouveau  degré  d'exactitude  d'autant 
plus  nécessaire  que  tous  ceux  qui,  jusqu'à  présent,  se  sont  occupés  de 
cet  objet,  ont  pensé  que  la  réaction  des  eaux  ne  peut  occasionner 
aucun  changement  dans  la  position  de  l'axe  terrestre.  En  supposant 
que  la  Terre  est  un  solide  quelconque  de  révolution  recouvert  par  la 
mer  et  divisé  en  deux  parties  égales  et  semblables  par  l'équateur,  je 
fais  voir  que  les  lois  de  la  précession  et  de  la  nutation  sont  constam- 
ment les  mêmes,  quelques  hypothèses  que  l'on  fasse  d'ailleurs  sur  la 
figure  et  la  densité  des  couches  du  sphéroïde  terrestre  et  sur  la  pro- 
fondeur et  la  densité  de  la  mer,  en  sorte  que  ces  différentes  hypothèses 
ne  peuvent  que  changer  les  quantités  absolues  de  la  précession  et  de 
la  nutation.  En  considérant  ensuite  l'hypothèse  adoptée  jusqu'ici  sur 
la  figure  de  la  Terre,  et  suivant  laquelle  cette  planète  est  un  ellipsoïde 
de  révolution,  je  parviens  à  représenter  la  précession  des  équinoxes  et 
la  nutation  de  l'axe  terrestre  par  deux  formules  très  simples,  qui,  en  y 
faisant  évanouir  certaines  quantités,  rentrent  dans  les  formules  con- 
nues, mais  qui,  lorsque  ces  mêmes  quantités  ne  sont  pas  nulles,  en 
peuvent  tellement  différer,  qu'elles  ne  donnent  ni  précession  ni  nuta- 
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tion  dans  une  infinité  de  cas  où  l'une  et  l'autre  seraient  très  considé- 
rables si  l'on  n'avait  aucun  égard  à  la  réaction  de  la  mer.  J'observe 
ensuite  que,  dans  la  supposition  où  la  mer  a  partout  la  même  profon- 
deur, supposition  qui,  comme  nous  l'avons  vu  précédemment,  a  lieu 
à  très  peu  près  dans  la  Nature,  la  réaction  de  ses  eaux  n'a  aucune  in- 
fluence sur  le  phénomène  de  la  précession  ;  mais  je  fais  voir  en  même 
temps  que  cette  réaction  serait  très  sensible  dans  la  théorie  ordinaire 
du  flux  et  du  reflux,  en  sorte  que,  si  la  densité  de  la  mer  était  égale  à  la 
densité  du  sphéroïde  terrestre  supposé  homogène,  il  n'y  aurait  alors 
ni  précession  ni  nutation;  d'où  je  tire  cette  conséquence  singulière, 
savoir  que  si  Newton  eût  adopté,  dans  sa  solution  du  problème  de  la 
précession  des  équinoxes,  les  résultats  de  sa  théorie  du  flux  et  du 
reflux  de  la  mer  et  de  la  figure  de  la  Terre,  ce  grand  géomètre  aurait 
trouvé  la  précession  nulle  en  résolvant  exactement  ce  problème.  Enfin 
je  démontre  qu'il  est  impossible  de  concilier  les  observations  de  la 
précession  des  équinoxes  et  de  la  nutation  de  l'axe  terrestre  avec  l'hy- 
pothèse où  le  sphéroïde  recouvert  par  les  eaux  est  un  ellipsoïde  de 
révolution.  M.  d'Alembert  a  déjà  fait  une  remarque  semblable  pour  le 
cas  où  la  Terre  est  entièrement  solide  (voir  le  Chapitre  IX  de  ses  excel- 
lentes Recherches  sur  la  précession  des  équinoxes);  il  croit  cependant 
que  l'on  peut  concilier  ces  deux  choses  en  supposant  le  sphéroïde  ter- 
restre recouvert  d'un  fluide  de  profondeur  variable,  et  cela  serait  pos- 
sible, si,  comme  le  prétend  cet  illustre  auteur,  dans  la  détermination 
des  mouvements  de  l'axe  de  la  Terre,  il  ne  fallait  point  avoir  égard  à  la 
réaction  de  la  partie  fluide;  mais,  en  la  faisant  entrer,  comme  cela  est 
indispensable,  dans  le  calcul  de  la  précession  des  équinoxes,  il  arrive 
que  l'équation,  qui  montre  l'impossibilité  de  concilier  les  observations 
de  ce  phénomène  avec  les  mesures  des  degrés  terrestres,  est  précisé- 
ment la  même  lorsque  la  Terre  est  entièrement  solide  ou  lorsqu'elle 
est  recouverte  d'un  fluide.  Si  l'on  joint  à  cette  impossibilité  celle  où 
l'on  est  d'assujettir  à  une  même  figure  elliptique  les  degrés  du  méri- 
dien mesurés  à  différentes  latitudes;  si,  de  plus,  on  considère  que,  sui- 
vant les  observations  faites  nouvellement  dans  les  montagnes  d'Ecosse, 

OEmres  de  L.  —  IX.  3l 
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les  eaux  de  l'Océan,  dont  la  plus  grande  partie  de  la  surface  du  globe 
est  recouverte,  sont  d'une  densité  moindre  que  «a  densité  moyenne,  et 
que  certaines  parties  des  continents  sont  fort  élevées  au-dessus  du  ni- 
veau de  la  mer,  il  est  impossible  de  se  refuser  à  croire  que  si  la  Terre 
a  été  primitivement  elliptique,  comme  il  est  naturel  de  le  supposer, 
elle  a  dû  éprouver  de  grandes  révolutions  qui  ont  très  sensiblement 
altéré  sa  figure,  ce  qui  d'ailleurs  est  indiqué  par  un  grand  nombre 
d'observations  d'Histoire  naturelle  ;  mais,  à  travers  toutes  les  irrégu- 
larités que  ces  révolutions  ont  occasionnées  à  sa  surface,  on  démêle 
encore,  si  je  puis  m'exprimer  ainsi,  les  traits  d'une  figure  régulière  et 
conforme  à  la  théorie,  car  les  points  équinoxiaux  ont  un  mouvement 
rétrograde  tel  que  l'exige  l'aplatissement  du  sphéroïde  terrestre,  et  les 
degrés  du  méridien  vont  en  augmentant  ainsi  que  la  pesanteur  de 
l'équateur  aux  pôles. 

Soient  C  le  centre  de  la  Terre  (fig.  i);  G  A  un  de  ses  principaux  axes 
de  rotation  autour  duquel  elle  tourne  à  très  peu  près,  et  que  nous  regar- 

Fi°r.  i. 


derons  comme  l'axe  commun  à  tous  les  méridiens;  CF  la  projection  de 
cet  axe  sur  un  plan  fixe  que  nous  supposerons  être  celui  de  l'écliptique  ; 
A  le  pôle  boréal;  TCZ  la  ligne  des  équinoxes  ou  l'intersection  du  plan 
de  l'équateur  terrestre  avec  celui  de  l'écliptique;  Z  l'équinoxe  du  prin- 
temps et  T  celui  d'automne;  CO  une  droite  invariable  prise  sur  le  plan 
de  l'écliptique;  que  l'on  nomme  £  l'angle  ACF  qui  est  visiblement  le 
complément  de  l'obliquité  de  l'écliptique;  9'  l'angle  OCZ  et  p  la  dis- 
tance à  l'équinoxe  du  printemps  d'un  méridien  pris  à  volonté,  et 
que  nous  regarderons  comme  premier  méridien ,  cette  distance  étant 
comptée  sur  l'équateur  suivant  l'ordre  des  signes;  que  l'on  nomme 
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ensuite  ^,  <(/,  <]>",  ...  les  différentes  forces  dont  le  sphéroïde  terrestre 
est  animé,  et  d\,  d\\  d\",  ...  les  petits  espaces  que  les  différents 
points  auxquels  elles  sont  appliquées  parcourent  dans  les  directions  de 
ces  forces,  en  vertu  des  variations  de  e,  ç'  et  p;  que  l'on  désigne  enfin 
par  R  la  densité  de  la  couche  du  sphéroïde  terrestre  dont  le  demi  petit 
axe  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  demi-axe  perpendiculaire  au  plan 
de  l'équateur  est  r,  R  étant  une  fonction  quelconque  de  r;  et  par  H  l'in- 
tégrale 

fi  7T  /    R  r'*  dr, 

«  exprimant  toujours  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon,  le 
demi  petit  axe  du  sphéroïde  terrestre  étant  supposé  égal  à  l'unité.  Cela 
posé,  si,  dans  les  équations  générales  du  mouvement  d'un  corps  de 
figure  quelconque,  auxquelles  M.  de  la  Grange  est  parvenu  dans  son 
excellente  pièce  sur  la  libration  de  la  Lune,  on  suppose,  comme  cela  a 
lieu  pour  la  Terre,  que  ce  corps  est  très  peu  différent  d'une  sphère,  on 
en  tirera  facilement  les  trois  suivantes 

,  dl        t.dV       ,„dV'  „ d (dp  4- sin erf©') 

(V)        {°  =  ^  +  ^  +  ^+----H-L^ — u> 

.dl        udV       ,„dl"  „/         d9'dp       d*s\ 

l'élément  dt  du  temps  étant  supposé  constant.  La  recherche  des  mou- 
vements du  sphéroïde  terrestre  autour  de  son  centre  d'inertie  se 
réduit  donc  à  déterminer  exactement,  et  sans  rien  omettre,  les  forces 
•\>,  ^',  i|/',  ...  et  à  intégrer  ensuite  les  trois  équations  précédentes. 

XXX. 

Toutes  les  forces  dont  la  partie  solide  de  la  Terre  est  animée  peuvcn  t 
se  réduire  aux  attractions  du  Soleil  et  de  la  Lune  et  à  la  réaction  du 
fluide  qui  la  recouvre;  or  le  fluide  qui  recouvre  un  sphéroïde  ne  peut 
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en  déranger  la  position  que  par  l'attraction  de  ses  molécules  et  par  sa 
pression  sur  sa  surface;  c'est  dans  la  détermination  de  ces  deux  forces 
que  consiste  la  principale  difficulté  du  problème,  mais  elle  peut  être 
extrêmement  simplifiée  par  la  considération  suivante. 

L'objet  que  nous  nous  proposons  ici  est  de  connaître  les  mouve- 
ments du  sphéroïde  autour  de  son  centre  d'inertie;  nous  ne  devons 
donc  considérer  que  les  forces  dont  la  direction  ne  passe  pas  par  ce 
centre,  en  sorte  que,  dans  le  calcul  de  l'attraction  et  de  la  pression  du 
fluide,  il  suffit  d'avoir  égard  au  petit  changement  que  produit  dans  sa 
figure  l'action  de  l'astre  qui  l'attire,  puisque  sans  cette  action  le  fluide 
aurait  été  en  équilibre  sur  le  sphéroïde  et  n'aurait  dans  cet  état  oc- 
casionné aucun  mouvement  dans  son  axe.  Il  suit  de  là  que  cette 
attraction  et  cette  pression  sont  à  très  peu  près  les  mêmes  que  celles 
d'un  sphéroïde  fluide  dont  le  rayon  est  i  +  aj,  moins  celles  d'une 
sphère  de  même  densité,  et  dont  le  rayon  est  i,  ce  qui  réduit  la  ques- 
tion à  déterminer  l'attraction  et  la  pression  d'un  sphéroïde  dont  le 
rayon  est  i-h  cty,  en  ne  conservant  dans  le  résultat  que  les  termes  mul- 
tipliés par  a;  il  n'est  pas  même  nécessaire  de  considérer  ici  tous  les 
termes  de  l'expression  de  y  :  il  n'y  a  d'utile  que  la  partie  Y  de  cette  ex- 
pression qui  dépend  des  termes  de  la  seconde  classe,  que  nous  avons 
discutée  dans  l'article  XXVI  et  que  nous  sommes  parvenus  à  déter- 
miner dans  le  cas  où  la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution.  Pour  le 
faire  voir,  reprenons  les  équations  (6),  (7)  et  (9)  de  l'article  XXII,  et 
nommons  Y,  u,  U,  B'  et  C  les  parties  des  expressions  de  y,  w,  v,  B  et 
C  qui  répondent  au  terme 

2K  sinv  cosv  sinô  cosô  cos(w£  -+-  xs  —  <p) 

de  l'expression  de  R,  et  Y',  m',  U',  B"  et  G"  les  parties  des  expressions 
de  ces  mêmes  quantités  qui  répondent  aux  termes 

Kcos20cos2v  -}-|Ksin20sin2v  +  iKsin20sin2vcos(2/i^-f  2gj  —  29) 

de  l'expression  de  R;  nous  aurons  les  deux  systèmes  suivants  d'équa- 
tions : 
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Premier  système. 
Y_         /     d.uys'md  àU 

sûTs      de  y5^' 


éPu  dV  .    a       , 

—r-r  —  2  n  -r-  sin  0  cos  9 
dP  dt 

dY 

=z~  £~Ja  ~+~  ^'^  +  2Kcos20sinv  cos v  cos (nt  4-gt  —  9), 

a**U    .   ,,.  du    .    n        . 

-r-r  sin^H-  2n  —  sin0cos# 
ai-  ai 

dY 

=  —  g- h  C'Asin0  +  Ksin2  0sinv  cosvsin(<p  —  nt  —  gt). 

Second  système. 

ï_  d.u'ysinQ  dU_' 

Y_      sinfl         d0  7<te' 

rf'a'  rfU'    .    .        . 

—n 2/i— -r-  sinycos© 

a/2  ai 

dY' 

=  —  g-^77  4-B"A4-  Ksin2#[±sinsv  —  cos2v  4-|sin2v  cos(2/ii  -+■  ira  —  29)], 

d*W   .   .-  du'   .    fl 

— r-r-sin2»  4-  2«-7-sin0cos0 
at*  ai 

<?Y' 

=  —  ^-j h  C"Asin0  4-  K  sin2v  sin20  sin(29  —  2  ni  —  2gt). 

L'attraction  et  la  pression  d'un  sphéroïde,  dont  le  rayon  est  1  4-  ccy, 
sont,  en  ne  conservant  que  les  termes  multipliés  par  a,  les  mêmes  que 
celles  de  deux  sphéroïdes  de  même  densité,  dont  les  rayons  sont 
1  4-  aY  et  1  4-  a  Y'.  Gela  posé,  imaginons  deux  astres  dont  les  masses 
soient  chacune  la  moitié  de  celle  de  l'astre  S,  et  qui  se  meuvent,  de  la 
même  manière  que  cet  astre,  des  deux  côtés  opposés  de  l'axe  de  la 
Terre,  aux  mêmes  distances  que  lui  du  centre  de  cette  planète  et  du 
plan  de  l'équateur,  mais  dont  le  premier  soit  constamment  à  1800  de 
distance  en  longitude  du  second;  il  est  clair  que  l'on  aura,  pour  déter- 
miner les  oscillations  du  fluide  qui  résultent  de  l'action  de  ces  deux 
astres,  le  second  système  d'équations,  parce  que  le  terme 

KsinvcosvsinÔcos0cos(/if  4-  gj  —  9) 
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de  l'expression  de  R,  que  produit  l'attraction  de  l'un  de  ces  astres, 
étant  détruit  par  un  terme  semblable,  mais  affecté  d'un  signe  con- 
traire que  l'attraction  de  l'autre  produit,  le  premier  système  d'équa- 
tions devient  inutile;  or  ces  deux  astres,  étant  semblablement  placés 
des  deux  côtés  opposés  de  l'axe  terrestre,  agiront  de  la  même  manière 
sur  l'Océan  et  lui  donneront  une  figure  telle  que  la  résultante  de  son 
attraction  et  de  sa  pression  passera  par  le  centre  de  la  Terre  et  ne  cau- 
sera aucun  dérangement  dans  la  position  de  son  axe.  Il  suit  de  là  que 
nous  pouvons  négliger  ici  la  pression  et  l'attraction  du  sphéroïde  dont 
le  rayon  est  i  +  a  Y'  et  ne  considérer  que  celles  du  sphéroïde  dont  le 
rayon  est  i  -+-  aY.  . 

11  résulte  de  l'article  XXVI  que,  dans  le  cas  de  la  nature,  où  le  mou- 
vement de  l'astre  dans  son  orbite  est  très  lent  relativement  au  mouve- 
ment de  rotation  de  la  Terre,  la  valeur  de  Y  est  de  cette  forme 

Y  =  K|jisin0cos0  sinv  cosv  cos(/U  4-gt  —  9). 

Si  l'on  suppose,  comme  nous  le  ferons  dans  la  suite,  que  le  sphé- 
roïde terrestre  est  partagé  en  deux  parties  égales  et  semblables  par  le 
plan  de  l'équateur,  (/.  sera  fonction  de  cos2ô,  c'est-à-dire  une  fonction 
telle  qu'elle  reste  la  même,  quels  que  soient  les  signes  de  sinG  et  de 
cosô;  car  il  est  clair  que  la  valeur  de  Y,  relative  à  une  molécule  située 
semblablement  que  la  molécule  M  de  l'autre  côté  de  l'équateur,  est 
égale  à  ce  que  devient  cette  même  valeur  pour  la  molécule  M,  lorsque 
la  déclinaison  de  l'astre  change  de  signe,  et  de  boréale,  par  exemple, 
devient  australe;  d'où  il  suit  que  l'expression  de  Y  doit  rester  la 
même,  soit  que  l'on  y  change  v  en  180  —  v  ou  6  en  180  —  0.  Le  pre- 
mier de  ces  deux  changements  se  réduit  à  conserver  le  signe  de  sinv 
et  à  changer  celui  de  cosv;  le  second  se  réduit  à  conserver  le  signe  de 
sinO  et  à  changer  celui  de  cosô.  Soit  p.'  ce  que  devient  pt.  par  ce  der- 
nier changement,  on  aura  donc 

—  K/ji  sinv  cosv  sinScosS  cos(nt  -+-gt —  cp) 
= —  K/x'sinvcosvsin(5cos0cos(tt£-t-cy  —  <p), 
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ce  qui  donne  (x  =  ja',  en  sorte  que  p.  ne  change  point  en  y  changeant 
le  signe  de  cosô.  Pareillement,  la  valeur  de  Y,  relative  à  une  molé- 
cule située  sur  le  même  parallèle  que  la  molécule  M,  mais  distante  de 
celle-ci  de  1800  en  longitude,  est  égale  à  ce  que  devient  cette  même 
valeur  pour  la  molécule  M  lorsque  la  longitude  de  l'astre  est  aug- 
mentée de  1800;  d'où  il  suit  que  l'expression  de  Y  doit  rester  la 
même,  soit  que  l'on  y  change  9  en  180  -+-  <p  ou  0  en  —  0.  Le  premier  <l< 
ces  deux  changements  se  réduit  à  changer  le  signe  de  cos(ni  +  u-o), 
le  second  se  réduit  à  conserver  le  signe  de  cosO  et  à  changer  celui  de 
sinO;  soit  £/.,  ce  que  devient  fx  par  ce  changement,  on  aura 

—  K/jl  sinv  cosv  sinôcosQ cos (nt -+-rss  —  9) 
=  —  Kfjt-i  sinv  cosv  sin  0  cos  0  cos  (  nt  -f-  bj—  9), 

ce  qui  donne  (x  =  [x,,  en  sorte  que  (x  ne  change  point  en  y  changeant 
le  signe  de  sinO;  cette  fonction  reste  donc  constamment  la  même, 
quels  que  soient  les  signes  de  sinO  et  de  cosô. 

Il  s'agit  présentement  de  déterminer  l'attraction  et  la  pression  d'un 
sphéroïde  fluide  dont  la  densité  est  A  et  le  rayon 

1  h-  aK/x  sin  9  cos 0  sinv  cosv  cos (nt-\-m  —  9), 

en  ne  conservant  que  les  termes  multipliés  par  a.  La  pression  est 
facile  à  conclure  de  ce  que  nous  avons  démontré  dans  l'article  XX, 
car,  si  l'on  nomme  cep'  cette  pression,  il  résulte  de  l'article  cité  que 

a//=  a  A^K/jt.sin#cos#  sinv  cosv  cos(«f  -+-  m —  9). 

Pour  déterminer  ensuite  l'attraction  du  même  sphéroïde,  regardons 
pour  un  moment  comme  premier  méridien  celui  dans  lequel  l'astre  se 
trouve;  il  est  clair  que,  dans  ce  cas,  l'angle  m  -+-  ct  —  o  exprimera  la 
longitude  de  la  molécule  fluide  M.  Soit  ALB  (fig.  2)  le  plan  de  ce 
méridien  qui  partage  évidemment  le  sphéroïde  en  deux  parties  ègâléfl 
et  semblables;  soient  encore  AGB  l'axe  du  sphéroïde  et  C  son  centre 
d'inertie.  Le  rayon  mené  de  ce  centre  à  un  point  quelconque  R  de  la 
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surface,  dont  la  longitude  est  a',  et  pour  lequel  l'angle  RCA  =  G',  sera 

i  +  aKfi'  sin 9'  cos 9'  sin  v  cos v  cosrn', 

[/.'  étant  pareille  fonction  de  6'  que  [a  l'est  de  G.  Cherchons  maintenant 
l'attraction  du  sphéroïde  sur  un  point  quelconque  N  pris  dans  son 
intérieur,  dont  la  longitude  est  ut  et  pour  lequel  l'angle  NCA  =  G  et 
le  rayon  CN  =  s. 

Soit  tirée  la  droite  CL  perpendiculairement  à  CA  dans  le  méridien  de 
l'astre,  et  par  le  point  N  soit  mené  le  plan  aN&  parallèle  au  plan  ALB; 


du  point  C  soit  élevée  la  perpendiculaire  Ce  à  ces  deux  plans,  et  par 
les  points  c  et  N  soient  menées  la  droite  cNI,  la  droite  ca  parallèle  à 
CA,  et  les  deux  droites  cl  et  ?NK  parallèles  à  CL;  soit  encore  Z  la  pro- 
jection du  point  R  sur  le  plan  aN&,  et,  ayant  élevé  NQ  perpendiculai- 
rement à  ce  plan,  soient  nommés  p  l'angle  RNQ,  q  l'angle  ZNK,  r  la 
droite  NR  et  r'  le  prolongement  de  cette  droite  jusqu'à  son  autre 
point  R'  de  sortie  du  sphéroïde.  Cela  posé,  considérons  les  deux  pyra- 
mides infiniment  petites  opposées,  qui  ont  leurs  sommets  au  point  N 
et  dont  les  bases,  situées  aux  points  R  etR'  de  la  surface  du  sphéroïde, 
sont  formées  par  les  variations  infiniment  petites  de  p  et  de  q;  il  est 
aisé  de  voir,  par  l'article  I,  que  les  sections  de  ces  pyramides,  faites 
en  R  et  R'  perpendiculairement  aux  droites  r  et  r',  sont 

r"  sinjo  dp  dq     et    rn  sin/>  dp  dq, 
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et,  comme  ces  pyramides  agissent  en  sens  contraire,  il  en  résulte 
(art.  I)  une  seule  action  de  N  vers  R  égale  à 

(/•  —  r')  sinpdpdq. 

Si  l'on  décompose  cette  action  en  trois  autres,  la  première  suivant  NK 
ou  parallèlement  à  CL,  la  seconde  suivant  Ne  et  la  troisième  suivant 
NQ  ou  perpendiculairement  au  plan  ALB,  on  aura  pour  la  première 

(r  —  r')sin%p   .  ,  dpdq; 

or  on  a 

sinZNI  =  sin(KNI- 7), 

partant 

sinZNI  .       cosKNI  Ne 

— — =— -  =  cosût  —  sin<7  -: — tt-t-t-  =  cosq  —  sino  —  : 
smKNl  v  'sinKJNl  *  i  cv  ' 

mais  on  a 

cv  =  scosQ,        Np  =  5sin5cosnr; 

donc 

Ni'       sinôcoscr  sinZNI        cos^coso  —  siriôcoscrsinv 

~    Ql _    —    2 2.  . 

cv  cos0  sinKNI  cosô 

On  aura  ainsi  pour  la  force,  suivant  NK, 

,x    .   ,    cosflcoscr  —  sin#cosBTsin<7    .     . 
(/•—  r)  sin5» -, dpdq. 

Quant  aux  deux  autres  forces,  il  est  inutile  d'y  avoir  égard,  car  : 
i°  l'action  du  sphéroïde  entier  sur  le  point  N,  suivant  NQ,  est  détruite 
par  l'action  du  même  sphéroïde  sur  un  point  N'  semblablement  placé 
que  le  point  N  de  l'autre  côté  du  plan  ALB;  i°  la  résultante  des  deux 
actions  réunies  du  sphéroïde  sur  les  points  N  et  N'  parallèlement  à  Ne, 
c'est-à-dire  parallèlement  à  la  projection  de  NC  sur  le  plan  ALB,  passe 
par  le  centre  C  et  n'influe,  par  conséquent,  en  aucune  manière  sur  les 
mouvements  du  sphéroïde  autour  de  son  centre  d'inertie. 

L'action  entière  du  sphéroïde  sur  le  point  N  parallèlement  à  CL  est 


ff 


..    .   ,    cos0cos<7  —  sin0coscTSin<7  ,     , 
(r—r)  sin*p z =• dpdq. 


OEuvres  de  L.  —  IX.  3a 
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Pour  exécuter  cette  double  intégration,  il  faut  connaître  r  et  r'  en 
fonctions  de/?  et  de  q;  nous  observerons  pour  cela  que  la  distance  RZ 
du  point  R  au  plan  aN&  est  rcosp,  et  que  la  distance  du  plan  «N6  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  du  point  N  au  plan  ALB  est  ssinôsincr;  par- 
tant, la  distance  RZ'  du  point  R  au  plan  ALB  est  ssin9sincj  +  rcosp; 
la  distance  du  point  Z  à  la  droite  ca  est  rsin/?cos</  +  $sinQcoscj,  et  sa 
distance  à  la  droite  cl  est  scosO  +  rsinjosin^;  ce  sont  aussi  les  dis- 
tances du  point  1!  aux  droites  CA  et  CL.  On  aura  ainsi 

CR2  =  (ssinôsinET  +  rcos/?)2+  (s  sin#cosnr  +  rsinpcosqY 

-+-  (SCOS0  4-  rs'mpsmq)* 
=  /,24-  s2 -h  2sr[s'm9s'mxn  cosp  +  sinôcosnr  s'mp  cos^  H-cosô  s'mp  sin^r]. 

Or  on  a,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a2, 

CR2  =  i  -+-  2aKpi'  sinv  cosv  sinô'  cosô'  cossy'; 

en  comparant  donc  ces  deux  valeurs  de  CR2  et  faisant,  pour  abréger, 

M  3=  sin#sinGTCOS/>  -+-  sin^coscrsinp  cos</  -+-  cos0  sin/?sin<7, 
on  aura 

rr= —  s  M  ±  \/i  —  s2-h  s2M2  +  2ocKp/  sinv  cosv  sinô'cosfr'  coscr', 

partant 

aKf//sinv  cosv  s\n9'  cosô'  cosm' 


r  —  —  s  M  ±  \Ji  —  s%  -+-  s2 M2  ± 


\fl  —  S*-hS*M* 


cosÔ'  est,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a,  égal  à  la  distance 
du  point  Z'  à  la  droite  CL,  et  sinô'coscr'  est  égal  à  la  distance  de  ce 
même  point  à  l'axe  CA,  ce  qui  donne 

cos0'  =  5  cos#  -+-  r  s'mp  sinq 


=  scos9  —  sM  s'mp  sinq  ±  s'mp  sin^y'i  —  s2  +  s2  M2 , 
sinô'coscï'  =  5sin9coscj  +  rsinpcos^ 


=  s  sm9  cosxn  —  sM  s'mp  cosq  ±  s'mpcosq\/i  —  s2-i-s2M2. 
En  substituant  ces  valeurs  dans  les  quantités  multipliées  par  a  de  l'ex- 
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pression  précédente  de  r,  on  observera  que,  si  l'on  prend  le  radical 
avec  le  signe  -+■,  on  aura  la  valeur  de  r,  et  que  si  on  le  prend  avec  le 
signe  —,  on  aura  la  valeur  de  —  r';  d'où  l'on  tirera  facilement 

!scosd  sin/>cos<7 
-t-  ssin#cosr»j  sin/?sin  q 
—   2sMsin*/>  sin<7  cos<7 

I5!  sin0  cos0  cosnr  —  s2M  sin  9  cosgj  sinp  sine/ 
—  s2  M  cos0  smp  cosq 
-+-  sin2/?  sin<7  cos<7(i  —  s2  +  2s2M2) 

1u.  étant  ce  que  devient  p/  lorsqu'on  y  substitue 


s  cosQ —  sMsin/?  sin<7  -+-  sinp  sin 7  \J  1  —  s2-+-  s^M* 

au  lieu  de  cosÔ',  et  np.  étant  ce  que  devient  cette  même  quantité  lors- 
qu'on y  substitue 

s  cosô  —  sMsinpsin^ —  sinp  sing\/i  —  s2 -h  s2 M* 

au  lieu  de  cosO'. 

On  peut  extrêmement  simplifier  le  calcul  de  la  double  intégration 

de  la  différentielle 

,.    .  ,    cos0cos<7  —  sin0cosdsin7  ,     , 

(r —  r  )  sin2» -r -dp  dq 

v  '         r  cos&  H    7 

par  les  considérations  suivantes  : 

i°  On  peut  rejeter  les  termes  de  la  forme  V'cospdpdq,  P'  étant 
fonction  de  sin^,  cosq,  sinp  et  cos2/*,  parce  que  ces  termes  étant  les 
mêmes  avec  des  signes  contraires  lorsque  p  se  change  en  1800  —  p,  il 

est  clair  que  l'intégrale  entière  /    Vcospdp  doit  être  nulle;  par  la 

même  raison,  on  peut  rejeter  les  termes  de  la  forme  Qcosqdpdq, 
Q  étant  fonction  de  sinp,  cosp,  sinq  et  cos2^. 

20  L'attraction  du  sphéroïde  sur  le  point  N'  semblablement  placé 
que  le  point  N,  de  l'autre  côté  du  plan  ALB,  décomposée  parallèle- 
ment à  CL,  est  la  même  que  sur  le  point  N;  en  sorte  que,  si  l'on 
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abaisse  NV  perpendiculairement  sur  CA,  la  résultante  de  ces  deux 
actions  peut  être  censée  appliquée  au  point  V.  Cette  résultante  est  le 
double  de  la  force  dont  le  point  N  est  animé  parallèlement  à  CL;  mais 
si,  comme  nous  le  ferons  dans  la  suite,  au  lieu  de  la  force  parallèle  à 
CL,  on  considère  cette  résultante,  ce  qui  revient  à  doubler  l'intégrale 
précédente,  il  faudra  ne  faire  varier  6  et  u  que  depuis  zéro  jusqu'à  « 
dans  le  calcul  de  l'attraction  du  sphéroïde  sur  la  couche  entière  qui 
passe  par  le  point  N. 

Il  suit  de  là  que,  dans  la  double  intégrale 

I    j    (r-r')smV Z-J- ldpdq, 

on  peut  rejeter  les  termes  de  la  forme  P"cosgt,  P"  étant  fonction  de 
sin6,  cosO,  sincr,  cos2cy;  car  les  forces  que  ces  termes  représentent 
sont  les  mêmes  avec  des  signes  contraires  pour  les  deux  points  de  la 
couche  qui  passe  par  le  point  N,  pour  lesquels  s  et  0  sont  les  mêmes, 
et  dont  les  longitudes  sont  o  et  i8o°—  cr.  On  peut  encore  rejeter  les 
termes  de  la  forme  Q",  Q"  étant  fonction  de  sincy,  cosct,  sinO,  cos2ô, 
parce  que  les  forces  représentées  par  ces  termes  étant  les  mêmes  pour 
les  deux  points  pour  lesquels  s  et  gj  sont  les  mêmes,  et  les  angles  8 
sont  ô  pour  l'un  et  i8o°—  6  pour  l'autre,  il  est  clair  que  leur  résul- 
tante projetée  sur  le  plan  du  méridien  de  l'astre  passe  par  le  centre  C 
du  sphéroïde;  on  aura  donc,  en  ne  conservant  que  les  termes  multi- 
pliés par  a, 

2  f"  r(r-r')sm*pC~0&dc0*«-*mec0SX**inVdpda=  aKPsinvcosv, 
J0     J0  COS0  r     7  COS0 

P  étant  une  fonction  de  s,  sinO,  cos2G,  sinrz  et  cos2gj,  c'est-à-dire  une 
fonction  telle  qu'elle  reste  la  même,  quels  que  soient  les  signes  de 
cosO  et  de  coscy.  La  quantité  précédente,  multipliée  par  la  densité  A  du 
fluide,  exprimera  la  résultante  de  l'attraction  du  sphéroïde  parallèle- 
ment à  CL,  sur  les  deux  points  N  et  N'  de  la  couche  qui  passe  par  le 
point  N. 


DU  SYSTÈME  DU  MONDE.  253 

Si  l'on  considère  pareillement  la  résultante  de  l'action  de  l'astre  S 
sur  les  deux  points  N  et  N',  parallèlement  à  la  droite  CL,  en  transpor- 
tant en  sens  contraire  à  ces  points  son  action  sur  le  centre  C  et  en  dé- 
composant ces  actions  parallèlement  aux  droites  cNI,  CL  et  perpendi- 
culairement au  plan  ALB,  on  trouvera  facilement,  en  rejetant  tout  ce 
qu'il  est  permis  de  rejeter  d'après  les  considérations  précédentes, 

4aK.çsinvcosv 

a (cos20  —  sin20cos2cr) 

COS0 

pour  cette  résultante,  que  l'on  pourra  concevoir  encore  appliquée  au 
point  V;  en  l'ajoutant  à  la  force  précédente,  on  aura 

7 (  PA  +  4*  cos2  0  —  ks  sin2  9  cos2gt) 

cosy 

pour  la  force  entière  dont  le  point  V  est  animé  parallèlement  à  CL, 
en  vertu  des  attractions  de  l'astre  et  du  fluide  sur  les  deux  points 
N  et  N'. 

Supposons,  par  exemple,  (/.  constant,  c'est-à-dire  indépendant  de  0, 
on  aura  (x  =  '  tu  —  '  '  [x,  partant 

JC*  T* ,          /v    •   ,    cos0cos<7  — sinScostnsin?  ,     , 
/     (/'—/')  sin2 p z = dp  dq 
o    Jo                                                           C0S° 

,    „    sinvcosv  P    r     i  •    t       â  ■    û  \jj 

=  4«Ku. „ —  /      /     sm*p(cosd  cosq  —  smdcoswsmq)  dp  dq 

x  (s cosô sin/?  cosq  —  2sM sin*/>  sin^ cos^ 

+  ssin0  coscrsin/>sin<7), 

d'où  l'on  tirera  aisément 

P=z  fs/jt.7r(cos2#  —  sin20cos2ni), 

en  sorte  que,  dans  ce  cas,  la  force  entière  appliquée  en  V,  en  vertu  des 
attractions  de  l'astre  et  du  fluide  sur  les  points  N  et  N',  est 

4aKssinvcosv 

z (1  tcmA  -+-i)(cos2#  —  sin20cos2nj). 
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Reprenons  maintenant  les  équations  (V)  de  l'article  XXIX;  nous  pour- 
rons y  supposer 

.        aK  sinvcosv        .        .  c       .      .      .       ... 

d>  = 1 (PA  4-  4$cos2ô  —  Assin^cos8^). 

Il  nous  reste  présentement  à  déterminer  les  petits  espaces 

que  le  point  V,  auquel  la  force  ^  est  appliquée,  parcourt  dans  la  di- 
rection de  cette  force,  en  vertu  des  variations  de  p,  cp'  et  i.  D'abord  il 
est  visible  qu'en  vertu  de  la  variation  de  p  ce  point  reste  immobile, 
puisque,  par  hypothèse,  le  sphéroïde  tourne  autour  de  l'axe  CA  {fig.  i) 

en  vertu  de  la  variation  de  p;  on  aura  donc  j-  =  o.  Si  l'on  nomme 

ensuite  U  la  distance  du  méridien  de  l'astre  à  l'équinoxe  d'automne, 
cette  distance  étant  comptée  sur  l'équateur  suivant  l'ordre  des  signes, 
on  aura  90  —  U  pour  l'angle  que  forme  ce  méridien  avec  celui  qui  est 
perpendiculaire  au  plan  de  l'écliptique;  cela  posé,  si  l'on  suppose  à  la 
projection  de  l'axe  AC  sur  l'écliptique  un  mouvement  angulaire  autour 
du  centre  C  et  égal  à  dy',  le  mouvement  du  point  V  sera  visiblement 
égal  à  s  cosôcos£û?cp',  et  ce  mouvement,  décomposé  suivant  la  direction 
de  la  force  i|>,  serascosôcosedycosU;  on  aura  donc 

à"k  fi  TT 

-.p-T  —  scosflcosecosU. 
do 

Pareillement,  si  l'on  suppose  l'axe  AC  décrire  autour  du  centre  C,  dans 
le  plan  du  méridien  perpendiculaire  à  l'écliptique,  l'angle  différen- 
tiel di>  le  mouvement  du  point  V  sera  scosôcfe,  et  ce  mouvement,  dé- 
composé dans  la  direction  de  la  puissance  <|s  sera  scosôûfesinU;  on 
aura  ainsi 

a^  a    •     tt 

—  =  scost?sinU, 
os 
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partant 

,  dl 

xi 

^-r-7  =  aKssinvcosvcosU  cose(PA  -+-  4-$cos2(?  —  4ssin2$cos2nr), 

^-r-   =  aKssinvcosvsinU(PA  +  4scos20  —  4ssin2flcos2nj). 

Supposons  maintenant  que  le  rayon  s  de  la  couche  du  sphéroïde  ter- 
restre qui  passe  par  le  point  N  soit  r  -h  y',  r  étant  le  demi-axe  de  cette 
couche  perpendiculaire  au  plan  de  l'équateur  et  y'  étant  une  très 
petite  fonction  de  r  et  de  cos  G'  ;  soit  encore,  comme  dans  l'article  XXIX, 
R  la  densité  de  cette  couche,  R  étant  fonction  de  r;  on  multipliera  les 

valeurs  précédentes  de  ^  -r—,  et  de  ^  -r-  par  la  quantité 


R(r  +  /)2rf0afosin0rf/Yi+^ 


qui  représente  la  masse  de  la  particule  du  sphéroïde  située  au  point  N, 
et,  après  avoir  substitué  dans  ces  valeurs  r-h  y'  au  lieu  de  s,  on  inté- 
grera successivement  ces  produits  par  rapport  à  0,  u  et  r;  soit  donc 


n  1       s,Ti     s%K 


F  =  f     f    f    R(r  +  /)ssin0(i+^Jdrrf0Gfo(PA-+-4*cos2Ô  —  4ssin20cos2nr): 

on  aura,  pour  la  somme  des  termes  i|/  -p -,  >  <(/  -A>  •  •  •  qui  résultent  des 
attractions  de  l'astre  et  du  fluide, 

aKF  sinv  cosv  cose  cosU, 

et  pour  la  somme  des  termes  <|<-j->  <p'-r-»  ••■  qui  résultent  de  GCi 
mêmes  attractions,  on  aura 

aKF  sinv  cosvsinU. 

On  peut  simplifier  le  calcul  de  F  en  observant  que,  si  le  sphéroïde 
était  une  sphère,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  l'on  avait  y'  =  o,  on 
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aurait  F  =  o,  puisque  la  résultante  des  attractions  du  fluide  et  de 
l'astre  passerait  alors  par  le  centre  C  du  sphéroïde;  on  peut  donc 
rejeter  tous  les  termes  qui  ne  sont  point  multipliés  par  y'  ou  par  sa  dif- 
férence; de  plus,  cette  quantité  étant  extrêmement  petite,  on  peut  né- 
gliger les  termes  de  l'ordre  y'2. 

Il  faut  présentement  ajouter  aux  quantités  précédentes  celles  qui 
résultent  de  la  pression  de  la  mer  sur  la  surface  du  sphéroïde  qu'elle 
recouvre;  nous  avons  vu  ci-dessus  que  cette  expression  est  égale  à 

txgtxK  Asin0cos9sinvcosvcos(n£  -\-ts  —  <p); 

soit  donc  1  -h  y"  le  rayon  CM  (Jig.  3)  du  sphéroïde  terrestre,  y"  étant 
une  très  petite  fonction  de  6;  la  pression  en  M  étant  perpendiculaire  à 


Fig.  3. 


la  surface  de  ce  sphéroïde,  sa  direction  va  rencontrer  l'axe  CA  dans  un 
point  V,  tel  que,  si  l'on  néglige  les  quantités  de  l'ordre  y'/2,  on  aura 


CV 


âf 


dQ  siiiO 


en  concevant  donc  cette  pression  immédiatement  appliquée  au  point  V, 
on  la  décomposera  en  trois  autres  :  la  première  perpendiculaire  au 
plan  ALB  du  méridien  de  l'astre  et  à  laquelle  il  est  inutile  d'avoir 
égard,  parce  qu'elle  est  détruite  par  une  force  semblable  qui  résulte 
de  la  pression  du  sphéroïde  sur  un  point  M'  semblablement  placé  que 
le  point  M,  de  l'autre  côté  du  plan  ALB;  la  seconde  suivant  l'axe  CA, 
et  que  l'on  peut  négliger,  parce  qu'elle  passe  par  le  centre  C  du  sphé- 
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roïde;  la  troisième  enfin  parallèlement  à  CL,  et  qui  est  k  très  peu  près 

égale  à 

—  a  A^K/xsJn!9cos0sinvcosvcosî(n<  +  t»j  — -  9); 

nous  lui  donnons  le  signe  —,  parce  qu'elle  est  dirigée  vers  l'axe  CA 
du  sphéroïde;  en  représentant  donc  cette  force  par  <[/,  on  trouvera  fort 
aisément,  par  ce  qui  précède, 

.dl 

^■^—,  —  «A^-fjiK  sinôcosô-—  sinvcosv  cosecosU  cos(nt  +vs  —  9), 

à~k  àv" 

d»~==  a  kgu.  Ksin  S  cosQ-fr-  sinvcosv  sinUcos2(n£  4-  td  —  ©). 

Pour  étendre  ces  valeurs  à  toute  la  surface  du  sphéroïde,  on  les  multi- 
pliera par  dudd  sinO  et  l'on  en  prendra  l'intégrale  depuis  ci  =  o  jus- 
qu'à es  =  2u,  et  depuis  0  =  o  jusqu'à  G  =  -x  ;  soit  donc 


F'  =  7t  A#  ffi  sin2  9  cos  9  ^  rffr, 


et  l'on  aura,  pour  la  somme  des  termes  j»  ~»  ^ -r-?'  ••■  qui  résultent 
de  la  pression  du  fluide  sur  la  surface  du  sphéroïde  terrestre, 

aKF'  sinv  cosv  cose  cosU, 

et,  pour  la  somme  des  termes  <{/  -*->  'Y  -y  >  '"  (ïu^  résultent  de  cette 
même  pression,  on  aura 

aKF  sinv  cosv  sin  U  ; 

F  -+-  F' 
soit  — vj —  —  E,  les  équations  (V)  de  l'article  XXIX  donneront 

/  o  =  d(dp  -+■  sine  dy'), 
(V)  <  o  =  —  aKE  sinv  cosv  cose  cosUrf*2  +-d(dy'-+-  sine  dp), 

\  o  =  aKE  sinv  cosv  sin  U  dt*  -h  cose  dy' dp  —die. 

CF.uvres  de  !..  —   IX.  33 
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XXXI. 

La  première  des  équations  (V)  donne,  en  l'intégrant, 

(3i)  dp  —  adt  —  dcp'sine, 

a  étant  une  constante  arbitraire;  cette  équation  servira  à  déterminer  p, 
lorsqu'on  connaîtra  cp'  et  £  en  fonctions  du  temps  l;  pour  cela  nous 

observerons  que  -£  ne  diffère  de  n  que  de  quantités  de  l'ordre  a,  puis- 
que nous  supposons  ici  que  la  Terre  tourne  à  très  peu  près  uniformé- 
ment autour  de  l'axe  AC;  de  plus  -^  et  -£  sont  de  l'ordre  a;  la  troi- 
sième des  équations  (V)  devient  donc,  en  négligeant  les  quantités  de 

l'ordre  a2, 

o  -—  aKE  sinv  cosv  sinU  dt'1-^  n  cose  dtdy' — d2e; 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

de  f 

(32)  -r  =  «<p'cose  -i-  /  aKE  sinv  cosv  sm\}  dt, 

équation  au  moyen  de  laquelle  on  aura  £,  lorsqu'on  aura  déterminé  o'. 
La  seconde  des  équations  (V)  donne 

o  —  —  aKE  sinv  cosv  cose  cosU  df~-\-  d2o'^t-  n  cose  dt  de.  h-  sine  d*p, 

et  la  première  donne 

—  d2o's\n-e  —  d2p  sine, 

partant 

o  =  —  a KE  sinv  cosv  cose  cosU  dt--\-  cos2e  <i2o'+  n  cose  dedt; 

en  substituant  dans  cette  équation,  au  lieu  de  di,  sa  valeur  que  donne 
l'équation  (32),  on  aura 

d'-o'         .   ,  „  Ç  K  .    TT  ,        aKE    . 

o—  —~r  -4-  n*o  -+-  ccnk,  I sinv  cosv  smU  dt sinv  cosvcosU; 

dt*  J  cose  cose 

s   cette  équation  donnera  en  l'intégrant  la  valeur  de  ©';  l'équation  (32) 
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donnera  ensuite  celle  de  e,  et  l'équation  (3i)  donnera  celle  de  p.  Il  est 
aisé  de  voir  que  les  intégrales  de  ces  équations  renfermeront  en  tout 
six  constantes  arbitraires,  que  l'on  déterminera  par  les  conditions  pri- 
mitives du  mouvement  du  sphéroïde.  Pour  intégrer  ces  équations,  il 
faut  connaître  K,  sinvcosvsinU  et  sinvcosvcosU,  en  fonctions  du 
temps  t;  or  on  a 


*K 


et  h  est  connu  en  fonction  de  t  par  la  loi  du  mouvement  de  l'astre;  de 
plus,  il  est  visible  que  i8o°-f-  U  exprime  son  ascension  droite  et 
900  —  v  sa  déclinaison.  Soient  donc  z  sa  longitude  et  q'  sa  latitude  rap- 
portées à  l'écliptique;  on  tirera  facilement  des  formules  connues  de  la 
Trigonométrie,  pour  réduire  l'ascension  droite  et  la  déclinaison  d'un 
astre  en  longitude  et  latitude  rapportées  à  l'écliptique, 

cosv  =  sine  sin^'-t-  coss  COS7' sins, 
sinv  cosU  — —  cos^'cos^, 
sinv  sinU  =  cose  sin^r' —  sine  cosy'sin-s, 
partant 

sinvcosvcosU  —  —  cosq'  coss  (sine  sin7'-+-  cose  cos^' sins), 

sinv  cosv  sinU  =  (cose  sin^'—  sine  cos^'sins)  (sine  sin<jr'+  cose  cos^'sins). 

Nous  supposerons  ici,  pour  plus  de  simplicité,  que  l'orbite  de  ['astre 
projetée  sur  le  plan  de  l'écliptique  est  circulaire,  et  que  son  inclinai- 
son est  très  petite,  en  sorte  que,  parmi  les  termes  multipliés  par  la  tan- 
gente de  cette  inclinaison,  nous  ne  conserverons  que  ceux  qui  peuvent 
devenir  fort  grands  par  les  intégrations;  il  sera  facile  d'avoir  égard  si 
l'on  veut  aux  différentes  inégalités  du  mouvement  de  l'astre.  Suppo- 
sons conséquemment 

s  =  mt  -+-  A        et        tang7'^csin(/n'< -+- À'), 

c  représentant  la  tangente  de  l'inclinaison  moyenne  de  l'orbite  ; 
(m  —  m' )t  h-  A  —  A'  exprimera  la  distance  moyenne  du  nœud  ascen- 
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dant  de  l'orbite  lunaire  à  l'équinoxe  du  printemps;  et,  comme  le 

moyen  mouvement  du  nœud  est  très  lent  relativement  à  celui  de  la 

Lune,  m  — m!  est  très  peu  considérable  par  rapport  à  m  ;  on  a  ensuite, 

à  très  peu  près, 

sin<7'=  tang(/        et        cos^'— i. 

Cela  posé,  si  Ton  néglige  les  quantités  de  l'ordre  c1  et  que,  parmi  les 
termes  de  l'ordre  c,  on  ne  conserve  que  les  sinus  et  les  cosinus  de 
l'angle  {m  —  m')t  4-  A  —  A',  parce  qu'ils  deviennent  très  considéra- 
bles par  les  intégrations,  on  aura 

aKF 

aKE  sinv  cosv  cosU  == j  c  sine  sin[(/«  —  m')t  -+-  A  —  A'] 


aKF 

aKE  sinv  cosv  sinU  z& j  sins  cose[cos(2/ra£  4-  2A)  —  1] 


cose  sin(2/n£-+-  2 A)]  j, 

os (2 mi -h  2 A)  —  1] 
c(i—  2  sin2e)  cos[(m  —  m')t  4-  A  —  A'] 


on  aura  ainsi 


d*®'  ,    ,       aKE 


l  (  —  sine  -+- 1  )sin(2/n£  4-  2  A)  4-  H'—  raisiné 
\  V2™  / 


-  (1  —  2  sin2e)  —  c  sine 


m  —  m' 

H sin|(/ra  —  m')t  4-  A  —  A'1 

cose 


H'  étant  une  constante  arbitraire  qui  résulte  de  l'intégrale 

j  K  sinv  cosv  sinU  dt; 

on  aura  donc,  en  intégrant  et  observant  que,  m  étant  très  petit  par  rap- 
port à  n,  on  peut  négliger  m2  vis-à-vis  de  n2, 

9'=  N  sinnt  4-  N'cosral 

H'—  rai  sine  4-  (  — -sine  -+- 1  )  sin(  2  rail  4-  2 A) 

xKE  ]  x  ' 

ne  .    .   , 

?(r  —  2  sin2e)  —  csine 

m  —  m 

4 -sinfïw  —  m')t  4-  A  —  A'] 

cose  L 
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ou,  à  très  peu  près, 

<p'—  Nsinn*  -+-  N'cosnJ 

iH'—  «Jsinen sine  s'm(  2  mt  -+-  2  A)  1 

2/«  f 

\  m  —  m'    cose  J  / 

N  et  N'  étant  deux  constantes  arbitraires;  l'équation  (32)  donnera 
ensuite 

£  =c  H"—  N  cose  cosnt  h-  N'coss  sin  nt 


KE  (    n  ,  ..  ne  r,  ,.  .  ,_  J 

-v  {  — cose  cos(2/ni  -+-  2A) :  sine  cosK/n  —  m')t-\-  A  —  A'1  > , 

n2    \  2i7i  v  m  —  m  L  J  | 


aKE 

a 


H"  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire;  en  substituant  ces  valeurs 
dans  l'équation  (3i),  on  en  tirera  facilement  la  valeur  de  p  en  fonction 
du  temps  t. 

Supposons  que  les  valeurs  précédentes  de  ç',  e  et  p  soient  celles  qui 
résultent  de  l'action  de  la  Lune,  on  aura  celles  qui  résultent  de  l'ac- 
tion du  Soleil  en  y  supposant  c  =  o  et  en  y  changeant  les  quantités 
relatives  à  la  Lune  dans  celles  qui  sont  relatives  au  Soleil;  soit  K'  ce 
qu'est  pour  le  Soleil  la  quantité  K  relative  à  la  Lune,  la  précession 
moyenne  des  équinoxes  sera,  en  vertu  des  actions  réunies  du  Soleil  et 
de  la  Lune, 

~(K  +  K')n*sin«, 
2  n* 

l'équation  la  plus  sensible  de  la  précession  sera 

aKE       nccos26         .    r/ 

T — 7- sin[ {m  —  m')t->r  A  —  A'], 

2n2    (m  —  m' )  cose  J 

et  l'équation  la  plus  sensible  de  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre  sera 

aKE       ne 


2nz    m  —  m 


7  sine  cos[(/n  —  m')t-\-  A  —  A'], 
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XXXII. 

En  comparant  les  résultats  précédents  aux  observations,  il  nous 
serait  aisé  de  faire  voir  leur  accord  avec  les  phénomènes  de  la  préces- 
sion et  de  la  nutation;  mais,  cette  comparaison  ayant  été  faite  avec 
soin  dans  plusieurs  excellents  Ouvrages,  et  principalement  dans  les 
belles  recherches  de  M.  d'Alembert  sur  cette  matière,  nous  nous  bor- 
nerons ici  à  faire  sur  nos  résultats  quelques  remarques  nouvelles,  et 
qui  auront  principalement  pour  objet  leur  différence  de  ceux  qui  sont 
déjà  connus. 

Nous  observerons  d'abord  que  la  précession  moyenne  des  équi- 
noxes,  résultante  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune,  n'est  pas  la  même 
dans  les  différents  siècles,  puisqu'elle  est  proportionnelle  au  cosinus 
de  l'obliquité  de  l'écliptique,  qui,  comme  l'on  sait,  n'est  pas  con- 
stante; supposons,  par  exemple,  que  dans  ce  siècle  cette  précession 
soit  de  5o"j  par  année,  et  qu'au  temps  d'Hipparque  l'obliquité  de 
l'écliptique  ait  été  de  r  minutes  plus  grande  qu'aujourd'hui,  on  trou- 
vera facilement  que,  en  vertu  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune,  la 
précession  moyenne  des  équinoxes  était  alors  égale  à 

5o'/i-r.o",oo6355; 

la  longueur  de  l'année  tropique  était  donc,  par  cette  seule  considéra- 
tion, plus  grande  au  temps  d'Hipparque  que  de  nos  jours  d'environ 
r.o",i55;  en  sorte  que,  si  l'on  suppose,  conformément  aux  anciennes 
observations,  r  ==  23,  on  aura  3"|  à  peu  près  pour  la  différence  qui  en 
résulte  entre  l'année  tropique  moderne  et  celle  du  temps  d'Hipparque  ; 
or  cette  différence  n'est  point  à  négliger  dans  une  détermination 
exacte  de  la  durée  de  l'année  tropique. 

Nous  observerons  ensuite  que,  quelle  que  soit  la  loi  de  la  profondeur 
de  la  mer,  pourvu  que  le  sphéroïde  qu'elle  recouvre  soit  un  solide  de 
révolution  divisé  en  deux  parties  égales  et  semblables  par  l'équateur, 
les  lois  de  la  précession  des  équinoxes  seront  les  mêmes,  c'est-à-dire 
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que  la  précession  des  équinoxes  sera  toujours  représentée  par  un 
terme  qui  croît  uniformément  et  par  un  autre  terme  proportionnel  au 
sinus  de  la  distance  du  nœud  de  la  Lune  à  l'équinoxe,  et  que  la  nuta- 
tion  sera  toujours  représentée  par  un  terme  proportionnel  au  cosinus 
de  cette  même  distance.  Tous  ces  termes  augmenteront  ou  diminue- 
ront proportionnellement  dans  les  différentes  suppositions  sur  la  loi 
de  la  profondeur  de  la  mer  et  sur  celle  de  la  densité  des  couches  du 
sphéroïde  qu'elle  recouvre;  elles  ne  peuvent  donc  influer  que  sur  la 
valeur  absolue  des  coefficients  de  ces  termes.  Nous  allons  déterminer 
ces  coefficients  dans  le  cas  où  le  sphéroïde  que  la  mer  recouvre  est  un 
ellipsoïde  de  révolution. 

Dans  ce  cas,  la  loi  de  la  profondeur  de  la  mer  peut  être  représentée 
par  /  -+-  q  sin2  ô,  et  l'on  a,  par  l'article  XXVI, 

,.       4K<7  sinv  cosvsintfcosQ 

Y  =  2 — 2 — — — cos  (  nt  ■+-  nj  —  o  ), 


M  g 


5Am 


en  sorte  que  la  quantité  que  nous  avons  nommée  (j.  dans  l'article  XXX 
est  ici  constante  et  égale  à  -  — j 1%-\'     ~>  on  aura  donc,  par  le 


même  article  XXX  et  en  observant  que  g  ==  *%iï%\ 

24 

P= ï-r- — r^ (cos^-sin'Scos'GT); 

N-5^)-f]A<« 

partant,  si  l'on  suppose  y'~  rSsin2ô,  6  étant  une  fonction  quelconque 
très  petite  de  r,  qui  représente  l'ellipticité  de  la  couche  du  sphéroïde 
dont  le  demi  petit  axe  est  r,  on  aura 


2q 

Si  l'on  nomme  ensuite  q'  la  valeur  de  6  lorsque  r—  i,  ou,  ce  qui 
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revient  au  même,  l'ellipticité  du  sphéroïde  que  la  mer  recouvre,  on 


aura 


partant 


q  sin- 


3271         ,  . 

"71" qqA 

¥'=  - 


3A 

'-SAtïï 


on  aura  donc 


E 


F  +  F' 


bbqq'-Uq-  l^.\  f  R  d . Q  r6 


Si  Ton  suppose  q  -----  o,  on  aura  le  cas  dans  lequel  la  réaction  de  la 

mer  n'a  aucune  influence  sur  le  phénomène  de  la  précession  des  équi- 

noxes;  dans  ce  cas, 

fnd.Sr5 


E  = 


/R 


drs 


d'où  il  suit  que  la  précession  moyenne  des  équinoxes  et  la  nutation 
de  l'axe  de  la  Terre,  lorsqu'on  a  égard  à  la  réaction  des  eaux  de  la  mer, 
sont  à  cette  précession  et  à  cette  nutation,  lorsqu'on  n'y  a  aucun  égard, 
dans  le  rapport  de 


On  voit  par  là  que,  si  q  et  A  ont  un  rapport  sensible  à  l'ellipticité  et  à 
la  densité  du  sphéroïde  terrestre,  la  précession  des  équinoxes  sera 
très  sensiblement  différente  dans  ces  deux  cas;  mais,  pour  mettre 
cette  différence  dans  un  plus  grand  jour,  nous  allons  considérer  ici 
quelques  exemples  particuliers. 

2 

S°it  H  —  ^Tr  —  5^8  '  on  aura  F  —  o,  quelle  que  soit  la  densité  A  de 
la  mer;  et,  comme  cette  quantité  exprime  l'effet  des  attractions  de 
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l'Océan,  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  sphéroïde  terrestre,  il  en  résulte 
que  ces  attractions  n'ont  alors  aucune  influence  sur  la  précession  ries 
équinoxes,  et  que  ce  phénomène  est  uniquement  dû  à  la  pression  «If- 
la  mer  sur  la  surface  du  sphéroïde  qu'elle  recouvre;  il  est  vrai  que, 
dans  ce  cas,  l'effet  de  cette  pression  est  indépendant  de  la  densité  A 
de  la  mer,  car  on  a 

F'  = à(l)q'        et        E=r —• 

9  3J'Rdrs 

Dans  cet  exemple,  la  précession  et  la  nutation  sont  à  ce  qu'elles 
seraient  si  l'on  n'avait  aucun  égard  à  la  réaction  de  la  mer  comme 
5A(1,<7'  est  à  3  y  R</.êr5,  et,  par  conséquent,  comme  5  est  à  3  si  le 
sphéroïde  terrestre  est  homogène,  parce  qu'alors 

y*Rrf.6r5:=A<V- 

En  général,  dans  la  supposition  de  l'homogénéité  du  sphéroïde  ter- 
restre, on  a,  quel  que  soit  q, 


E  =  - 


/i2  /  3A 


-q    ! 


Si  q  =  —  tth — a  >  on  a  E  =  o;  d'où  il  suit  que,  dans  ce  cas,  il  n'v  a 

7         ig  a{1)  —  A  ^ 

ni  précession  ni  nutation  dans  l'axe  de  la  Terre,  quoique  l'une  et 
l'autre  puissent  être  très  sensibles  lorsqu'on  néglige  la  réaction  de 
la  mer. 

Ces  deux  exemples  suffisent  pour  faire  voir  combien  il  serait  néces- 
saire d'avoir  égard  à  cette  réaction  dans  la  théorie  de  la  précession 
des  équinoxes,  si  la  valeur  de  q  était  un  peu  considérable;  mais  nous 
avons  observé,  dans  l'article  XXVI,  que,  pour  satisfaire  aux  observa- 
tions sur  le  peu  de  différence  qui  existe  entre  les  deux  marées  d'un 
même  jour,  il  fallait  supposer  q  extrêmement  petit  eu  égard  à  l'ellip- 
ticité  du  sphéroïde  terrestre;  en  sorte  que,  dans  la  Nature,  la  réaction 

OEuvrts  de  L.  —  IX.  34 


266  RECHERCHES  SUR  PLUSIEURS  POINTS 

des  eaux  de  la  mer  sur  le  sphéroïde  terrestre  n'a  qu'une  très  petite 
influence  sur  la  précession  des  équinoxes  et  sur  la  nutation  de  l'axe 
de  la  Terre.  Il  n'en  est  pas  ainsi  dans  la  théorie  ordinaire,  dans  laquelle 
on  suppose,  d'après  Newton,  que  les  eaux  de  la  mer  prennent  instan- 
tanément l'état  où  elles  seraient  en  équilibre  si  l'astre  qui  les  attire 
était  immobile  et  si  la  Terre  n'avait  point  de  mouvement  de  rotation; 
dans  ce  cas,  on  a,  par  l'article  XIX, 

2K 

- — ,_.  .   .   sinv  cosv  sinQcos9cos(nt  -+-cj  —  9), 


g\  »  — 


5A'1) 


en  sorte  que 


3A 


5AO 


ce  qui  revient  à  faire  n  =  o  dans  l'expression  précédente  de  jx  et 
par  conséquent  aussi  dans  celle  de  E;  on  auradonc  dans  cette  hypo- 
thèse 


E 


—\  (Rdr* 


5A<! 
Si  l'on  supposait  le  sphéroïde  terrestre  homogène,  on  aurait 

F-     gpg't'iMVrrA) 

5A(D_3A 

Partant,  si  la  densité  A  de  la  mer  était  égale  à  la  densité  A(0  du  sphé- 
roïde, on  aurait  E  =  o;  il  n'y  aurait  conséquemment  ni  précession,  ni 
nutation,  quelle  que  fût  d'ailleurs  l'ellipticité  du  sphéroïde  terrestre. 
Ces  suppositions  de  A  =  A(,)  et  de  l'homogénéité  du  sphéroïde  ter- 
restre sont  précisément  celles  dont  Newton  a  fait  usage  dans  sa  Théorie 
du  flux  et  du  reflux  de  la  mer  et  dans  celle  de  la  figure  de  la  Terre; 
d'où  il  suit  que,  si  ce  géomètre  eût  adopté  les  résultats  de  ces  théories 
dans  sa  solution  du  problème  de  la  précession  des  équinoxes,  il  aurait 
trouvé  la  précession  nulle  en  résolvant  exactement  ce  problème. 
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XXXIII. 

Suivant  les  observations,  la  procession  moyenne  des  équinoxes  <^t, 
contre  l'ordre  des  signes,  égale  à  5o"|  et  la  nutation  de  l'axe  de  la 
Terre  est  de  18";  en  représentant  donc  par  T  une  année  et  par  n' i  le 
moyen  mouvement  du  Soleil,  on  aura 


partant,  on  aura 

Or 

à  peu  près,  et 
d'où  l'on  tirera 

on  aura  ensuite 

Or  on  a 


nT=^n'T=-^36o°; 
n  n 


«Esine  »36oo^ 

2  n-     K  '  n' 


-,  =  365,3 
n' 


sine  —  cos23°28'i6", 


a. : —  h  =  0,000000 1 1  oq  ; 


aKE        ne  g" 

r   ;  Sine  =  7T  -5 —  • 

a  «2   m  —  m'  i  oo° 


10g7T=:  0,4971499, 

et  les  observations  donnent 

II  27J7h43m  .  Kft    , 

—  =  -<-^-^ — ,         c  =  tang5°o' 

et 

m  —  m'  .4 

==  0,0040 109; 

de  là,  on  tirera 

«KE  a. 

r  —  0,00000007764, 

2  n* 

partant 

K  +  K'  , 

— ^ —  —  1,4929; 


268  RECHERCHES  SUR  PLUSIEURS  POINTS 

donc 

TT  =0,4929  =  ^ 

à  peu  près,  en  sorte  que  l'effet  de  la  Lune  sur  la  précession  des  équi- 
noxes  et  sur  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer  est  double  de  celui  du  Soleil. 
Si  l'on  désigne  par  S  la  masse  du  Soleil  et  par  h'  sa  moyenne  dis- 
tance à  la  Terre,  on  aura,  par  la  théorie  des  forces  centrifuges, 

s 

—  —  nnh'' 


or 


On  aura  donc 

partant 

ce  qui  donne 


«**§&• 


«R'_3/i,2_         3 
2/i2        l^nr        4  (  365,3  )2 

aK 3 

inr-       4-o,4929(365,3)2' 


E=—  0,00681  = r- 

147 


à  peu  près;  or  on  a,  par  l'article  précédent, 

4A^'-(4?-^)/Rrf.ë, 


E  = 


[•<-«&)-?]/»**' 


donc 


n2\    * 
■  g )JRd.6r-»—2Agq' 


(35)  ^ y 3Â"\ n* =  o,oo34o5  fRdrK 

Il  faut  présentement  combiner  cette  équation  avec  celle  de  l'équi- 
libre du  fluide.  En  supposant,  comme  nous  l'avons  fait  jusqu'ici,  la 
profondeur  de  la  mer  très  petite  relativement  au  rayon  du  sphéroïde 
terrestre,  on  tirera  facilement  l'équation  suivante  des  formules  que 
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donne  M.  Clairaut  dans  sa  Théorie  de  la  figure  de  la  Terre  (  voir  l'ar- 
ticle XXIX  de  la  seconde  Partie  de  cet  excellent  Ouvrage)  : 


(36)      (q  -h  q')  (lo/Rdr3-  6A)  =  ôfRd.6  r5  -  6A?'  -+-  —  fRdr\ 
Nous  observerons  ici  que   fRdr3  est  égal  à  A(,);  soit  donc 


q-hq'=qn 


q"  représentant  l'ellipticité  de  la  Terre  qui  résulte  de  la  mesure  des 
degrés  du  méridien;  les  équations  (35)  et  (36)  donneront,  en  élimi- 
nant [Rd.Zr5, 

j'R  dr5 


or 


q"— f-  0,oo2o43  — 

*8  fRdr3 


n*  1  . 

=   5-^  =  0,001730, 

1g  578 


partant 

fR  dr* 

(37)  q"  —  0,001730  -f-  o,oo2o43  — 

JRdr3 

Il  est  très  remarquable  que  rien  de  ce  qui  a  rapport  au  fluide  n'entre 
dans  cette  équation,  en  sorte  que  les  conséquences  auxquelles  elle  va 
donner  lieu  sont  les  mêmes  dans  l'hypothèse  où  la  Terre  est  entière- 
ment solide  et  dans  celle  où  elle  est  recouverte  d'un  fluide  d'une  pro- 
fondeur variable  et  d'une  densité  quelconque. 

Supposons  que  la  densité  des  couches  du  sphéroïde  terrestre  aille 
en  diminuant  du  centre  à  la  surface,  fRdr*  sera  moindre  que  fRdr3, 
car  on  a 

f  R  dr5  —  f  R  dr3  —  f(  1  -  /-2  )  r3  dR  ; 

or,  r  étant  moindre  que  1,  et  dR  étant  par  hypothèse  une  quantité 
négative,  f  (1  —  r3)  dR  est  négatif;  d'où  il  suit  que  l'on  a 

fRdr*<fRdr\ 
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Lorsque 


j'Rdr*=fRdr\ 


l'équation  (37)  donne 
*  partant,  on  a 


1 
9 


265' 


1"<W, 


est  positif;  mais  '  r^        est  moindre  que  '^  car  on  a 


lorsque  les  densités  vont  en  diminuant  du  centre  à  la  surface;  si  elles 
vont  en  augmentant,  on  a 

f'Rdr5>fRdr*, 

parce  que,  dans  ce  cas,  dR  étant  une  quantité  positive,  f (1  —  r'2)r3dR 
fRdr* 

f'R  drs 

fRdr*       5    fRr'*dr 

J'Rdr3  ~  3  j'Rr*dr 

Or,  Rr"  étant  moindre  que  Rr2  tant  que  r  est  moindre  que  l'unité,  il 

fKr*dr 

est  clair  que  — ; est  moindre  que  1;  il  est  facile  de  s'assurer,  par 

fRr'-dr  n 

un  raisonnement  analogue,  que,  si  l'on  suppose  les  densités  alterna- 
tivement croissantes  et  décroissantes  du  centre  à  la  surface,  on  aura 
toujours 

Dans  le  cas  où  cette  quantité  est  égale  à^  on  trouve 

cette  fraction  doit  donc  être  regardée  comme  la  plus  grande  valeur 
dont  q"  soit  susceptible,  et  il  est  à  remarquer  que  cette  valeur  serait 
encore  moindre  si  l'on  supposait  le  rapport  de  l'effet  de  la  Lune  à  celui 
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5 
du  Soleil  plus  grand  que  2  et  égal  à  r>  comme  M.  Daniel  Bernoulli  la 

conclu  de  la  comparaison  des  observations  sur  les  marées.  Si  l'on 
considère  d'ailleurs  que  les  hypothèses  les  plus  naturelles  que  l'on 
puisse  admettre  sur  la  loi  des  densités  des  différentes  couches  du 
sphéroïde  terrestre  sont  celles  de  l'homogénéité  ou  celle  des  densités 
croissantes  de  la  surface  au  centre,  et  qu'elles  sont  nécessaires  si  la 
Terre  a  été  primitivement  fluide,  on  peut  en  conclure  que,  physique- 
ment parlant,  les  observations  de  la  précession  des  équinoxes  et  de  la 
nutation  de  l'axe  de  la  Terre  ne  permettent  pas  de  supposer  q"  plus 

grand  que  -~=;  cette  valeur  de  q"  est  bien  différente  de  celle  qui  résulte 

de  la  mesure  des  degrés  de  France  et  du  Nord,  et  qui,  comme  l'on  sait, 

est  égale  à  — g«  Il  paraît  donc  impossible  de  concilier  ces  mesures  avec 

les  observations  du  phénomène  de  la  précession  des  équinoxes,  dans 
l'hypothèse  où  la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  recouvert  par 
un  fluide  d'une  profondeur  variable  ou  constante. 

XXXIV. 

Nous  avons  vu  (art.  XXVI)  que,  dans  le  cas  où  l'on  suppose  une 
figure  elliptique  au  sphéroïde  que  la  mer  recouvre,  on  a 

_r       4K7sinvcosvsin0cos0 

5-j-r cos(n«  h-ct  —  9); 


cette  valeur  de  Y  est  d'autant  plus  exacte  que  l'astre  se  meut  avec  plus 
de  lenteur.  Nous  en  avons  déduit  les  lois  de  la  précession  des  équi- 
noxes et  de  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre,  et,  comme  nos  résultats 
sont  indépendants  de  la  rapidité  du  mouvement  de  l'astre  dans  son 
orbite  et  qu'il  n'y  entre  que  les  seuls  mouvements  du  nœud  de  l'or- 
bite lunaire  et  de  la  rotation  de  la  Terre,  il  semble  que  l'on  peut  en 
conclure  que  ces  lois  subsisteraient  encore  dans  le  cas  où  le  mouve- 
ment de  la  Lune  serait  comparable  à  celui  de  la  rotation  de  la  Terre, 
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pourvu  que  le  mouvement  de  ses  nœuds  fût  extrêmement  lent;  on 

s'en  assurera  d'ailleurs  de  la  manière  suivante. 

Pour  cela,  nous  observerons  que,  parmi  les  termes  de  la  seconde 

classe  qui  (art.  XXVI)  forment  l'expression  de  Y,  il  n'y  a  que  ceux  de 

la  forme 

H  cos  (  it  +  gt  -+-  A  ), 

dans  lesquels  i  est  égal  à  n  ou  en  diffère  extrêmement  peu,  qui  puis- 
sent influer  sensiblement  sur  la  précession  des  équinoxes  et  sur  la 
nutation  de  l'axe  de  la  Terre,  parce  que,  dans  les  calculs  auxquels 
conduit  la  détermination  de  ce  phénomène,  ces  termes  deviennent 
d'autant  plus  grands  que  i  —  n  est  plus  petit;  on  peut  donc  négliger 
dans  l'expression  de  Y  les  termes  de  la  forme  précédente  dans  les- 
quels (i  —  n)t  est  égal,  par  exemple,  au  double  du  moyen  mouvement 
de  la  Lune  dans  son  orbite,  et  ne  conserver  que  ceux  dans  lesquels 
(i  —  n)t  est  égal  au  moyen  mouvement  du  nœud  de  l'orbite  lunaire. 
Il  suit  de  là  que,  dans  le  développement  de 

2K  sinv  cosv  co$(nt  h-gj  —  ©), 
il  suffit  de  conserver  les  termes  de  la  forme 

K'cos(«£-f-  sr-f-  A) 

et  de  celle-ci 

K' cos (nt  ±  mt  -+-  gj  -4-  A), 

mt  représentant  le  moyen  mouvement  du  nœud,  et  l'on  aura,  par  l'ar- 
ticle XXVI,  pour  Y,  une  suite  de  termes  de  la  forme 

2K'<7sinôcos0cos(/^-t-nj  +  A) 

et  de  celle-ci 

2K'<7  sinôcosô  , 
-; TÂ~\ cos (nt±  mt  -{-&■+-  A), 

et  cette  valeur  de  Y  sera  d'autant  plus  exacte  que  m  sera  plus  petit  par 
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rapport  à  n;  or  il  est  clair  que  l'on  trouvera  la  même  suite  en  dévelop- 
pant l'expression 

4Kcr  sinv  cosv  sin#  cosô 

a»    v COS(nt-^rXS  —  9) 


de  Y,  dont  nous  avons  fait  usage,  pourvu  que  dans  ce  développement 
on  ne  conserve  que  les  termes  de  la  forme 

Il  cos (nt -h  nr  -+-  A)         et        II  cos(nt  db  mt  -t-nr  H-  A); 

donc,  quelle  que  soit  la  rapidité  du  moyen  mouvement  de  la  Lune 
dans  son  orbite,  les  résultats  relatifs  à  la  précession  des  équinoxes  et 
à  la  nutation  de  l'axe  de  la  Terre,  que  nous  avons  tirés  précédemment 
de  l'équation 

,.       4K7  sinv  cosv  sinOcosd 

Y= ±—, 5-T-r coi{nt  +  m  —  9), 

seront  toujours  vrais,  si  le  moyen  mouvement  du  nœud  de  l'orbite  est 
très  lent  par  rapport  au  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  et  comme 
il  n'en  est  que  g= — j  on  peut  regarder  ces  résultats  comme  très  appro- 
chés, quand  bien  même  la  rapidité  du  mouvement  de  la  Lune  dans  son 
orbite  produirait  une  erreur  sensible  sur  la  valeur  précédente  de  Y. 

Addition  à  l'article  I. 

Lorsqu'on  cherche  a  priori  la.  figure  d'un  sphéroïde  homogène  de 
révolution  infiniment  peu  différent  de  la  sphère  dans  le  cas  de  l'équi- 
libre, on  est  conduit  à  une  équation  différentielle  d'un  degré  infini 
qui  indique  conséquemment  que  le  problème  est  susceptible  d'une  in- 
finité de  solutions  (voir  Mémoires  de  l'Académie,  IIe  Partie,  p.  536  et 
suiv.;  année  1772)  ('),  et,  quoique  je  sois  parvenu  à  exclure  un  grand 
nombre  de  figures,  il  me  paraît  cependant  extrêmement  vraisemblable 
qu'il  y  en  a  une  infinité  d'autres  que  la  sphère  qui  satisfont  à  l'équi- 

(•)  OEuvres  de  Laplace,  T.  VIII,  p.  496. 

OEuvres  de  L.  —  IX.  35 
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libre.  Si  l'on  en  connaissait  une  seule,  on  pourrait  en  conclure  une 
infinité  qui  ne  seraient  pas  même  de  révolution,  et  cela  par  la  consi- 
dération suivante  qui,  plus  approfondie,  pourra  servir  peut-être  à  dé- 
terminer ces  figures.  Que  l'on  prenne  à  volonté  sur  le  sphéroïde  un 
point  que  l'on  regarde  comme  pôle,  et  auquel  on  fixera  l'origine  de 
l'angle  G,  0  étant  ainsi  le  complément  de  la  latitude  des  différents 
points  du  sphéroïde  dont  nous  désignerons  par  nr  la  longitude  ;  sup- 
posons ensuite  que  i  -+-  ccy  soit  le  rayon  d'un  sphéroïde  homogène  en 
équilibre,  a  étant  infiniment  petit  et  y  étant  fonction  de  ô  et  de  gj;  en 
nommant  aB  l'attraction  tangentielle  des  sphéroïdes  homogènes  infi- 
niment peu  différents  de  la  sphère,  B  étant  fonction  quelconque  de  0 
et  de  gj,  on  aura,  dans  le  cas  de  l'équilibre,  aB  =  o.  Cette  équation 
ayant  lieu  quels  que  soient  G  et  cj,  il  est  clair  qu'elle  subsisterait 
encore  en  changeant  G  en  ô  +  a  et  vs  en  cj  -+-  b,  a,  b  étant  des  con- 
stantes quelconques;  soit  y'  ce  que  devient  y  en  vertu  de  ces  change- 
ments, le  rayon  i  -+-  aj' satisfera  donc  à  l'équilibre  et,  par  conséquent, 
aussi  le  rayon  i  +  aj  +  any',  n  étant  une  constante  quelconque  ;  or, 
a  et  b  étant  arbitraires,  il  est  clair  que  l'on  aura  ainsi  une  infinité  de 
figures  qui  satisferont  à  l'équilibre.  Mais  un  rapport  singulier  qui 
existe  entre  l'attraction  des  sphéroïdes  homogènes,  suivant  la  tangente, 
et  leur  attraction  verticale  ou  perpendiculaire  à  la  tangente,  détermine 
la  loi  de  la  pesanteur  à  la  surface  de  ceux  qui  sont  en  équilibre  et  la 
rend  unique,  malgré  la  multiplicité  infinie  de  figures  dont  ils  parais- 
sent susceptibles.  Ce  rapport  consiste  en  ce  que  l'attraction  d'un  sphé- 
roïde homogène  quelconque,  infiniment  peu  différent  d'une  sphère, 
parallèlement  à  la  tangente  et  multipliée  par  le  petit  côté  du  sphé- 
roïde, est  le  double  de  la  différence  des  attractions  verticales  du  sphé- 
roïcte  aux  deux  extrémités  de  ce  côté.  J'ai  démontré  ce  théorème  dans 
l'article  I,  mais  il  peut  l'être  plus  simplement  par  la  méthode  suivante, 
qui,  de  plus,  a  l'avantage  de  s'étendre  au  cas  où  l'attraction  est  comme 
une  puissance  quelconque  n  de  la  distance. 

Imaginons  un  point  R  placé  sur  une  sphère  MRB  (fîg.  4)  dont  le 
rayon  est  i  et  C  le  centre;  nommons  R  la  masse  de  ce  point,  f  sa  di- 
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slance  au  point  M,  /'  sa  distance  au  point  quelconque  m  pris  sur  la 
surface  de  la  sphère,  infiniment  près  de  M;  en  abaissant  du  point  R  la 
perpendiculaire  RH  sur  MC,  et  du  point  m  la  perpendiculaire  mh  sur 
RM,  et  décomposant  l'atlraction  R/"  du  point  R  sur  le  point  M  en  trois 

Fig.  4- 


autres,  dont  la  première,  que  nous  nommerons  r,  soit  dirigée  suivant 
le  rayon  MG;  dont  la  seconde,  que  nous  nommerons  b,  soit  dirigée 
suivant  le  côté  Mm,  et  dont  la  troisième  soit  perpendiculaire  au  plan 
MCm,  on  aura 


partant 

on  aura  ensuite 


6  =  H/."*) 

J    Mm 


i.Mm-R/»M//; 
MH 


v  =  R/" 


KM 


Or,  RM  étant,  par  la  propriété  connue  du  cercle,  moyenne  proportion- 
nelle entre  MH  et  le  diamètre  entier  MB,  on  a 


donc 


MH/ 

RM  "~~  2  ' 


ç=lAf^; 


soit  v'  l'attraction  du  point  R  sur  le  point  m  suivant  le  rayon  mC,  on 
aura 


276 
donc 
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ce  qui  donne 


v'—v—  -(//,î+1  —  /*+i)=—  2Ut^R/*ll*i 


v  —  \>  — b.mm. 


Il  suit  de  là  que,  si  Ton  suppose  une  infinité  de  points  distribués 
d'une  manière  quelconque  sur  la  surface  de  la  sphère,  et  que  l'on 
nomme  V  et  V  la  somme  de  leurs  attractions  sur  les  points  M  et  m, 
dirigées  vers  le  centre  C,  et  B  la  somme  de  leurs  attractions  sur  le 
point  M  parallèlement  à  Mm,  on  aura 

V— V  =  -^-t-ÏB.Mm. 


Considérons  maintenant  un  sphéroïde  quelconque  AMB  {fig.  5), 
dont  le  rayon  mené  du  centre  C  d'inertie  à  sa  surface  soit  i  -t-  uy, 


Fig.  5. 


a  étant  infiniment  petit  et  y  étant  une  fonction  quelconque  continue 
ou  discontinue  de  6  et  de  gj;  si  l'on  imagine  une  sphère  dont  le  rayon 
soit  i  et  qui  soit  tangente  intérieurement  à  la  surface  du  sphéroïde  au 
point  M,  il  est  clair  que  le  centre  de  cette  sphère  sera  infiniment  peu 
distant  du  point  C,  et  que  le  rayon  mené  de  son  centre  à  la  surface  du 
sphéroïde  ne  différera  de  l'unité  que  d'une  quantité  de  l'ordre  a.  Cela 
posé,  l'attraction  du  sphéroïde  est  égale  à  l'attraction  de  la  sphère, 
plus  à  l'attraction  de  l'excès  du  sphéroïde  sur  la  sphère;  or  on  peut 
concevoir  cet  excès  comme  composé  d'une  infinité  de  petites  masses 
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placées  aux  extrémités  des  rayons  de  la  sphère,  ces  masses  devant  être 
supposées  négatives  partout  où  le  rayon  de  la  sphère  excède  celui  du 
sphéroïde;  d'où  il  suit  que,  si  l'on  nomme  S  l'attraction  de  la  sphère 
sur  le  point  M,  aV  et  a?  les  attractions  verticales  de  l'excès  du  sphé- 
roïde sur  la  sphère  sur  les  points  M  et  m,  et  aB  son  attraction  horizon- 
tale, on  aura,  par  ce  qui  précède, 

V'-V  =  -^-±Ib.M/*. 

2 

Si  l'on  nomme  A  l'attraction  verticale  du  sphéroïde  sur  le  point  M,  et 
À'  son  attraction  verticale  sur  le  point  m,  on  aura 

A  =  S  +  aV        et        A'=S  +  aV, 

donc 

A'-A  =  —  — «B.Mw. 
2 

L'attraction  du  sphéroïde  sur  le  point  M,  décomposée  suivant  le  rayon 
MC  ou  suivant  toute  autre  direction  qui  ne  fait  avec  MG  qu'un  angle  de 
l'ordre  a,  ne  diffère  de  A  que  d'une  quantité  de  l'ordre  a2,  ce  qui  suit 
évidemment  de  ce  que  l'attraction  entière  du  sphéroïde  sur  le  point  M 
est  dirigée  suivant  une  droite  MK,  qui  ne  fait  avec  MG  qu'un  angle  de 
l'ordre  a;  A  peut  donc  également  représenter  et  la  pesanteur  à  la  sur- 
face du  sphéroïde  et  cette  pesanteur  décomposée  suivant  le  rayon  MC. 
De  là  résulte  cette  conséquence  singulière,  savoir,  que,  si  l'attraction 
suivait  la  raison  réciproque  de  la  simple  distance,  la  pesanteur  serait 
constante  à  la  surface  de  tout  sphéroïde  homogène  infiniment  peu  dif- 
férent d'une  sphère,  puisque  l'on  aurait  alors 

n  -hi 
B .  M  m  =z  o, 

2 

partant 

A  =  A'. 

Considérons  AB  comme  l'axe  commun  à  tous  les  méridiens  du  sphé- 
roïde, et  nommons  0  l'angle  MCA;  en  supposant  le  point  m  placé  sur  le 
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méridien  AMB,  nous  aurons,  aux  quantités  près  de  l'ordre  a, 

M  m  —  dB  ; 
partant,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a3,  nous  aurons 

2 

ou 

dA  »  -h  i    _ 

-te  = «B- 

ad  2 

Nommons  ensuite  gt  l'angle  que  forme  le  méridien  AMB  avec  un  pre- 
mier méridien;  si  l'on  prend  sur  la  surface  du  sphéroïde  un  point  m' 
infiniment  voisin  de  M,  et  tel  que  l'angle  m'CA  =  MCA,  nous  aurons, 
aux  quantités  près  de  l'ordre  a, 

Mm'z=drns'\n9. 

Soit,  de  plus,  aC  l'attraction  du  sphéroïde  sur  le  point  M,  décomposée 
suivant  la  tangente  Mm',  nous  aurons 

,.             n+i     .   .      .    m 
dA  =. a  C  drs  sin  9, 

2 

0  étant  regardé  comme  constant  dans  la  différentielle  dA;  partant 

dA  n  -\-i 

■t-  = aCsinS. 

OXS  2 

Si  l'on  suppose  n  =  —  2,  ce  qui  est  le  cas  de  la  Nature,  on  aura  les 

deux  équations 

dA       i  dA       i    _   .    e 

-jt-  =  -aB,  -tt—  =  -aC  sin0; 

ad        2  dm       2 

or  on  s'assurera  facilement  que  ces  équations  répondent  aux  équa- 
tions (a)  et  (a')  de  l'article  I. 

Si  l'on  suppose  que  le  sphéroïde  tourne  autour  de  l'axe  AB,  de  ma- 
nière qu'à  l'équateur  la  force  centrifuge  soit  a/,  il  est  aisé  de  voir  que 
cette  force  au  point  M  sera  a/sinO,  que,  décomposée  suivant  Mm,  elle 
sera  a/sinOcosô,  et  que,  décomposée  suivant  MC,  elle  sera  —  a/sin26; 
si  l'on  suppose,  de  plus,  que  le  point  M  du  sphéroïde  soit  animé,  sui- 
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vant  les  droites  Mm,  Mm' et  MG,des  forces  quelconques  a. M,  aN  cl  aB, 

on  aura 

aB  +  <xM  -+■  a/sin0cos0 

pour  la  force  tangentielle  suivant  Mm; 

aC  +  aN 

pour  la  force  tangentielle  suivant  Mm',  et 

A-t-aR  —  a/sin*0 

pour  la  force  suivant  MC,  et  qui  ne  diffère  de  la  pesanteur  au  point  M 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  la  résultante  des  trois  forces  suivant 
MC,  Mm  et  Mm',  que  des  quantités  de  l'ordre  a2  ;  soit  donc  P  la  pesan- 
teur, on  aura 

P  =  A+  aR  —  a/sin*0; 

dans  le  cas  de  l'équilibre,  les  forces  tangentielles  sont  nulles,  ce  qui 
donne  les  deux  équations 

aB  =  —  aM  —  a/ sin  0  cos  0, 

aC=—  aN. 

Si  l'on  différence  l'équation  P  =  A  -+-  aR  —  a/sin20  en  faisant  varier 
0  et  ct,  on  aura 

àA  dA 

dP  =  --jr dQ  h-  -t—  efo-h  a d\\  —  2 a  fdO  sin 0  cos 0 ; 
dB  dus  J 

en  substituant  dans  cette  équation,  au  lieu  de  -^  et  -=->  leurs  valeurs 


aB     et aCsin0, 


on  aura 


dP  —  —  '1-^-  <x(B  dQ  -h  Cdsrsin0)-+-arfR  —  2a/rf0sin0cos0; 

si  l'on  substitue  encore,  au  lieu  de  B  et  de  C,  leurs  valeurs 
—  M  —  /sin  0  cos  0    et    —  N, 


on  aura 


dP=  ^^a(Mrf0+N«fosin0)-t-arfR+ -  a/rf0sin0cos0. 

2  a  -    * 
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Pour  que  cette  équation,  et,  par  conséquent,  pour  que  l'équilibre  soit 
possible,  Mflfô  -+-  Ncfosinô  doit  être  une  différence  exacte,  et  c'est  ce 
qui  a  toujours  lieu  lorsque  les  forces  aM  et  aN  sont  le  résultat  des 
attractions;  soit  donc  dZ  cette  différence,  et  l'on  aura,  en  intégrant 
l'équation  précédente, 

p  =  P'+!!_±IaZ+aR+^=^a/sin25, 
2  4 

P'  étant  une  constante  arbitraire. 

Si  le  sphéroïde  n'est  animé  d'aucune  force  étrangère,  on  a 

Z  —  o        et        R  =  o, 
partant 

P-P'+^LZL?a/sjn2  0, 
l      J 

V  exprimant  alors  la  pesanteur  au  pôle;  dans  le  cas  de  la  Nature,  où 
n  =  —  2,  on  a 

ce  qui  est  conforme  à  ce  que  l'on  sait  d'ailleurs  ;  mais  il  est  très  remar- 
quable que,  dans  le  cas  où  n  ==  3,  on  ait  P  ==  P';  d'où  il  suit  que,  si 
l'attraction  était  en  raison  composée  de  la  masse  et  du  cube  de  la  di- 
stance, la  pesanteur  à  la  surface  des  sphéroïdes  homogènes  en  équi- 
libre serait  constante  aux  quantités  près  de  l'ordre  a2,  quel  que  fût  le 
mouvement  de  rotation  des  sphéroïdes. 

Je  réserve  pour  un  autre  Mémoire  les  recherches  sur  les  oscillations 
de  l'atmosphère. 


^ 
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Mémoires  de  V Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1776;  1779. 


XXXV. 

Sur  les  oscillations  de  l  atmosphère. 

Le  fluide  qui  forme  notre  atmosphère  est  élastique,  et  sa  densité 
varie  suivant  une  fonction  de  la  pression  et  de  la  chaleur;  celle-ci 
n'est  pas  constante  pour  un  point  donné  de  l'atmosphère  :  comme  elle 
est  principalement  occasionnée  par  la  présence  du  Soleil,  elle  change 
à  chaque  instant  du  jour  par  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre,  qui 
présente  successivement  à  cet  astre  les  différents  points  de  sa  surface, 
et,  à  chaque  jour  de  l'année,  par  l'inclinaison  de  l'écliptique  sur 
l'équateur,  qui  rend  inégale  la  durée  des  différents  jours  et  qui  aug- 
mente ou  diminue  les  hauteurs  méridiennes  du  Soleil.  On  voit  aisé- 
ment que  les  variations  de  la  chaleur,  qui  résultent  de  ces  différentes 
causes,  doivent  exciter  dans  l'atmosphère  des  oscillations  qu'il  paraît 
impossible  de  soumettre  au  calcul,  parce  que  la  loi  de  ces  variations, 
suivant  les  différentes  latitudes  et  les  différentes  hauteurs  de  l'air 
au-dessus  de  la  surface  de  la  Terre,  n'a  pas  encore  été  suffisamment 

(')  Remis  le  x3  décembre  1778. 

OEuvres  de  L.  —  IX.  36* 
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déterminée;  d'ailleurs,  un  si  grand  nombre  de  circonstances  influent 
sur  ces  variations,  que,  dans  le  cas  même  où  l'on  aurait  toutes  les 
données  nécessaires  pour  résoudre  ce  problème,  on  rencontrerait 
vraisemblablement,  du  côté  de  l'Analyse,  des  difficultés  insurmon- 
tables. Dans  cette  impossibilité  d'assujettir  à  un  calcul  rigoureux  les 
oscillations  de  l'atmosphère,  il  ne  nous  reste  qu'à  faire,  sur  son  état, 
les  suppositions  les  plus  approchantes  de  la  nature  et  qui  soient  en 
même  temps  susceptibles  d'être  traitées  par  les  méthodes  que  nous 
offre  l'Analyse;  or,  dans  le  nombre  infini  de  ces  hypothèses,  la  plus 
naturelle,  et  tout  à  la  fois  la  plus  simple,  est  celle  dans  laquelle  on 
suppose  à  tous  les  points  de  l'atmosphère  un  même  degré  de  chaleur 
toujours  constant  et  égal  au  milieu  arithmétique  de  tous  les  degrés  de 
chaleur  que  la  masse  entière  de  l'air  éprouve  à  chaque  instant;  j'adop- 
terai conséquemment  cette  supposition  dans  les  recherches  suivantes  : 
je  suis  bien  éloigné  de  la  regarder  comme  exacte,  mais  elle  suffit  pour 
donner  une  idée  approchée  du  genre  d'oscillations  que  l'action  du 
Soleil  et  de  la  Lune  peut  exciter  dans  l'atmosphère.  Je  supposerai  de 
plus  que,  à  un  degré  de  chaleur  constant,  la  densité  de  l'air  est  pro- 
portionnelle à  la  force  comprimante,  ce  qui  est  vrai  à  très  peu  près, 
surtout  lorsque  les  variations  de  densité  sont  fort  petites;  il  en  résulte 
que,  à  la  rigueur,  la  hauteur  de  l'atmosphère  est  très  grande  et  même 
infinie  par  rapport  au  rayon  de  la  Terre;  mais  il  est  facile  de  s'assurer 
que,  en  partant  de  cette  loi  sur  la  variation  de  la  densité  de  l'air,  ce 
fluide  est  excessivement  rare  à  la  hauteur  d'un  petit  nombre  de  lieues 
au-dessus  de  la  surface  de  la  Terre;  en  sorte  que,  dans  la  recherche 
de  ses  oscillations,  on  peut,  sans  craindre  aucune  erreur  sensible, 
négliger  son  action  au-dessus  d'une  médiocre  hauteur. 

Il  résulte  des  calculs  suivants  que  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune 
n'excite  dans  l'atmosphère  que  des  mouvements  périodiques  analogues 
à  ceux  de  la  mer,  mais  trop  faibles  pour  pouvoir  être  observés;  d'où  il 
suit  que  le  mouvement  constant  de  l'air  d'orient  en  occident  que  l'on 
observe  dans  la  zone  torride,  sous  le  nom  de  vents  alizés,  n'est  point 
occasionné  par  les  attractions  de  ces  deux  astres.  L'effet  le  plus  sen- 
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sible  qu'elles  produisent  est  une  légère  variation  dans  la  hauteur  <ln 
baromètre;  cette  variation  est  d'environ  un  quart  de  ligne  à  l'équa- 
teur  où  elle  est  à  son  maximum;  mais  elle  peut  être  beaucoup  aug- 
mentée par  les  circonstances  locales,  telles  que  de  hautes  montagnes 
qui,  en  resserrant  l'atmosphère,  en  rendraient  sensibles  au  baromètre 
les  plus  petites  oscillations.  Une  chose  digne  de  remarque  est  que, 
dans  les  suppositions  les  plus  vraisemblables  sur  la  profondeur  de  la 
mer,  la  marche  des  variations  du  baromètre  à  l'équateur  est  contraire 
à  celle  des  marées,  c'est-à-dire  que  l'instant  de  la  haute  mer  est  celui 
de  la  plus  grande  dépression  du  mercure  et  réciproquement.  Gomme 
il  est  très  intéressant  de  s'assurer  de  l'existence  et  de  la  loi  de  ces 
variations,  je  finis  par  exposer  une  méthode  fort  simple  pour  cet 
objet  et  par  inviter  les  observateurs  à  suivre  d'une  manière  particu- 
lière un  phénomène  aussi  curieux. 

Considérons  une  molécule  de  l'atmosphère  dont,  à  l'origine  du  mou- 
vement, A'  soit  la  densité;  s -h  s' le  rayon  mené  du  centre  de  la  Terre  à 
cette  molécule,  s  représentant  la  partie  de  ce  rayon  qui  va  du  centre 
de  la  Terre  à  la  surface  de  la  mer  considérée  dans  l'état  d'équilibre,  et 
s'  représentant  l'autre  partie  comprise  entre  cette  surface  et  la  molé- 
cule ;  soit  Ô  l'angle  formé  par  ce  rayon  et  par  l'axe  de  rotation  du  sphé- 
roïde terrestre;  ct  la  longitude  de  la  molécule  par  rapport  à  un  méri- 
dien fixe  ou  qui  ne  participe  point  au  mouvement  de  rotation  de  la 
Terre.  Supposons  que,  après  le  temps  /,  A'  se  change  en  A'(i  h-  ap); 
s  en  s  +  ar;  s'  en  s'-t-ar';  0  en  ô-t-aw';  et  cr  en  zs  -h  nt  ■+-  clv' ,  ni 
représentant  le  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  et  a  étant  un 
coefficient  extrêmement  petit.  Cela  posé,  imaginons  que  la  molécule 
atmosphérique  est  un  petit  prisme  rectangle  dont  les  trois  dimen- 
sions sont 

m/  àr' 


et 


(s  +  s'  -:-  «/•  -+-  <xr')  dus  sin(Ô  -+-  au')  (i  +  ot^j; 
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la  solidité  de  ce  prisme  sera,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a2, 

a/j/jûj      •    a\  t         is'(     .      dr'  du'         dv'  ;cos0  \ 

k'  ds'dddTBSmd  \(s-{-s'y    i-ha-^-y  4- a  377  -hoc-r h  ««'— -  +  ctp) 

L  \  as'  d&  dxn  sinfl         v  ) 

+  a«(j  +  *')(r +  /•')    . 

Dans  l'instant  suivant,  ce  prisme  se  changera  dans  un  solide  d'une 
autre  figure;  mais  il  est  aisé  de  s'assurer  que,  en  calculant  la  masse 
de  ce  nouveau  solide  comme  s'il  était  un  prisme  rectangle,  on  ne 
négligera  que  des  quantités  infiniment  petites  du  second  ordre,  par 
rapport  à  celles  que  l'on  considère;  on  peut  donc  supposer  nulle  la 
différentielle  de  la  quantité  précédente,  prise  en  ne  faisant  varier  que 
le  temps  /,  ce  qui  demande  que  l'on  ait 

r%t   .    J  dr'  du'  dv'  ,cos0  \ 

i  +  n'smfi    1  +  a 3-7  +  a ~tk  +  a  3 h  au' -r—z  -h  otp 

v  '  \  ds'  do  dw  sinô         ry 

H-  2<x(s  ■+-  s')  (r  -h  r')  sin0  =  <p(s  -h  s',  0,  vu), 

y(s  4-  s',  6,  ci)  étant  une  fonction  indépendante  du  temps  t;  or  on  a,  à 
l'origine  du  mouvement, 

r=:o,         r'=o,         m'— o         et         v'=o; 

donc 

9(5  -h s',  0,  xs)  =  {s  4-  s'y  sin0; 


on  aura  ainsi 

0  - 

dr'       du'       dv'         ,cos0                 r  4-  r' 
ds'        dd        drn           sinô       r          s -h  s' 

et,  comme  r  et  r'  peuvent  être  négligées  relativement  à  u' ',  par  des  con- 
sidérations analogues  à  celles  de  l'article  IV,  on  aura 

.  ts  dr'       du'       dv'         ,  cosô 

ds'        du        din  smd       r 

équation  qui,  pour  les  fluides  élastiques,  répond  à  l'équation  (1)  de 
l'article  II,  relative  aux  fluides  incompressibles. 

Il  est  aisé  de  voir  que  l'équation  (3)  de  l'article  IV  aura  encore  lieu 
pour  le  cas  que  nous  discutons  ici,  pourvu  que  l'on  y  change  s  en 
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s  ■+-$',  ds  en  ds\  A  en  A'(i  4-  ap),  u  en  w'  et  cen^;  on  aura  ainsi 


fd^n'  dv'  N 

ais-hs')* ddl  -t^ 2n~r-s\ndcos0 


/  d*  v'  du' 

<x(s  -hs')2  èml  sin20  -:7n-  -+-  2/1-^  sinôcosô 


(3')  {  —  2  an ($4- s')  ^'sin'0   , 

dt 


dt*  dt 

dv' 


à[(s  -i-  s' -{-  otr  -h  <xr')  sin(9  ■+-  au')]1 


-F5/-F'<3/'-.. 


À'(n-ap) 


la  caractéristique  S  servant  à  désigner,  comme  dans  l'article  cité,  les 
différences  des  quantités  prises  en  regardant  le  temps  t  comme  con- 
stant, ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  ne  considérant  que  0,  u  et  s 
comme  variables;  les  différences  S/,  §/',  . . .  représentant  les  éléments 
des  directions  des  forces  F,  F',  ...  qui  animent  la  molécule  atmosphé- 
rique, etp  exprimant  la  pression  qu'elle  éprouve. 

Considérons  maintenant  l'air  et  les  eaux  de  la  mer,  tels  qu'ils  étaient 
à  l'origine  du  mouvement,  c'est-à-dire  dans  l'état  d'équilibre,  et  cher- 
chons l'équation  de  l'équilibre  pour  une  molécule  de  l'atmosphère, 
dont  la  distance  au  centre  de  la  Terre  soit  s  ■+■  s'-i-  ocr-h  ct^,  dont  la 
longitude  soit  ts  4-  ni  4-  olv',  et  pour  laquelle  l'angle  0  soit  0  4-  olu'.  Si 
l'on  nomme,  comme  ci-dessus,  A' la  densité  de  l'atmosphère,  qui  ré- 
pond aux  quantités  0  et  s  -+-s'f  etp'  la  pression  correspondante  à  ces 
mêmes  quantités;  si,  de  plus,  on  considère  que,  dans  l'état  d'équilibre, 
A'  etp'  sont  les  mêmes  pour  toutes  les  molécules  également  élevées  au- 
dessus  du  niveau  de  la  mer,  il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  densité  de 

dùi' 
la  molécule  dont  il  s'agit  est  A' 4-  ctr'  -y?,  en  négligeant  les  quantités  de 

dp' 
l'ordre  a2,  et  que  la  pression  qu'elle  éprouve  est// 4-  ar' —■■  Nommons 

présentement  G  l'attraction  du  sphéroïde  terrestre  des  eaux  de  la  mer 
et  de  l'air  sur  cette  molécule,  et  6  la  droite  suivant  laquelle  elle  agit; 
nous  aurons,  dans  le  cas  de  l'équilibre, 

Fô/+F'a/'-+-...=:Gôê, 
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et  comme  ce  même  cas  donne 

du'  dv' 

—y-  —  O,  —.-  =:  O, 

dt  dt 


l'équation  (3')  se  changera  dans  la  suivante 

"2  <5[(s  4-  s'+  ocr  4-  ocr')  sin(9  +  a«')]2  =  -G  06 


2 


En  retranchant  cette  équation  de  l'équation  (3'),  on  aura 
«{s  4-  s')2  00  (^  —  î»nè'  sin#  cos0^ 


a (5  +  s')8<5bj(  sin20^j-  4-  2n^-s 


2  an  (s  4-  s')  &s'sin20    , 


d2v'  du 

dv' 

,dp< 


J  J  A'(i  4- ao)  .dU 

v  r  A'4-  ar'  -5-r 

as 

Supposons  p'=  t[gX$  g  représentant  la  pesanteur  et  /'  étant  une  très 
petite  quantité  constante  pour  un  même  degré  de  chaleur,  et  qui, 
comme  on  le  verra  dans  la  suite,  est  ~r  du  rayon  terrestre,  ou  à  très 
peu  près  égale  à  deux  lieues;  nous  aurons  p  =  l'gA'(i  4-  ap),  ce  qui 
donne,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a2, 

— Tàï' — Sv^)=-«'s"5Vp--W' 

A'+ar'-pr  v  r/  \  / 

ai 

Il  est  clair  que  a(  A'p  —  ^ -tt)  exprime  la  différence  de  densité  de 
deux  molécules  d'air  qui  occupent  le  même  lieu,  la  première  dans 
l'état  de  mouvement  et  la  seconde  dans  l'état  d'équilibre;  mais  ces 
deux  molécules  sont  différemment  situées  au-dessus  de  la  surface  de 
la  mer,  dont  les  eaux  s'élèvent  (art.  V)  de  la  quantité  ccy  au-dessus  de 
leur  surface  d'équilibre.  Il  suit  de  là  que,  pour  avoir  la  différence  de 
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densité  de  deux  molécules  d'air,  situées  sur  le  même  rayon  et  éga- 
lement élevées  au-dessus  de  la  surface  de  la  mer,  la  première  dans 
l'état  de  mouvement  et  la  seconde  dans  l'état  d'équilibre,  il  faut 
ajouter  à  la  différence  précédente  le  terme  ccy-p,  ce  qui  donne 

a  A'p  -+-  (y  —  O-tt  Pour  ^a  différence  cherchée;  or  la  loi  des  den- 
sités de  l'air  dont  nous  partons  dans  ces  recherches  donne 

aA'  _  a\ 

ds'  ~~  l'  ' 

la  quantité  précédente  devient  ainsi  a  A'fp  -+-     ~7,     y,  représentons-la 

et  A' y'     , 
par  — jf—  et  nous  aurons 


—  al' g  à  \  p  —  /•'  —j-j-     -  —  agdy'-  xg  Sy. 


Présentement  il  est  aisé  de  s'assurer,  par  l'article  V,  que,  en  suppo- 
sant A'  extrêmement  petit,  on  a  à  très  peu  près 

■G d6  -  F  0/  -  F'  6f  - . . .  -  -  «y  Aô£  +  S  (àj  ~  ày\, 

—  ajASs  étant  relatif  à  l'attraction  de  la  mer,  S(Sy  —  Bj,j  étant 

relatif  à  l'attraction  de  l'astre  que  l'on  suppose  agir  sur  l'atmosphère, 
et  ces  deux  quantités  étant  telles  que  nous  les  avons  définies  dans 
ce  même  article  V;  on  aura  donc 

...  „/d*w'  dv'   .    a        A 

<x(s  +  s'yd9{  ~j  , a/i  -j-smdcoed) 

/  div'  du'  \ 

■+-  a(5  +  5')2ÔGT|sin2ô  -—  h-  jb-j-  sinôcosfl 
{  V  dt-  dt  ) 

dçf 

—  2txn(s  -\-  s')  es'  s'm-d-y- 

£_  ayk  «•  -  flf#C«y^  <5y)  -f-  S  (è  I  -  Bj,y 

dv'  >*2 

Il  résulte  de  cette  équation  que  -£r  n'est  que  de  l'ordre  —  u3,  et  comme 

OEuvresde  L.  -  IX.  ^7 


J 
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dr' 
on  a/=  l'p  -\-r'  —  j,  il  est  clair  que  —  sera  pareillement  du  même 

ordre;  en  négligeant  donc  cette  quantité  dans  l'équation  (i'),  elle  don- 
nera 

du'      dv'        ,cos0 
9  ~  ~  ~dd  ~  ~dâ  ~  "  sine  ' 

On  aura  ensuite  aux  quantités  près  de  l'ordre  —  u,  r'  constant  pour 

toutes  les  molécules  d'air  situées  sur  le  même  rayon;  or,  à  la  surface 
de  la  mer,  r'  =  y;  on  pourra  donc  supposer  à  r'  cette  valeur  pour 

toutes  les  hauteurs  de  l'atmosphère;  la  quantité  aA'(p-f-  '—rr^)  se 

réduira  ainsi  à  a  A'p,  et  ce  terme  exprimera  la  différence  de  densité  de 
deux  molécules  d'air  situées  sur  le  même  rayon  et  également  élevées 
au-dessus  de  la  surface  de  la  mer,  la  première  dans  l'état  de  mouve- 
ment et  la  seconde  dans  l'état  d'équilibre;  de  plus,  on  aura  y'  =  V a\ 
partant 
,„,.  ,  ,,/àu'       dv'         .cosQ 

(5  y—— l   -35- +  3 — hm'— -a 

J  \dd        dxn  sinfl 

Si  l'on  considère  le  mouvement  des  molécules  d'air  contiguës  à  la  sur- 
face de  la  mer  ou  celui  des  molécules  d'une  même  couche  aérienne 
parallèle  à  cette  surface,  il  faudra  supposer  <5/=o;  l'équation  (4') 
donnera,  par  les  articles  V  et  VI,  les  deux  suivantes,  en  y  supposant 

s  +  s'  =  j  , 

,-,,  dHi'  fr*  . '  dy'  dy       .  àD       ÔR 

,  ,,       dV   .  du'  .    .        .  dy'         dy       A  dD       dR 

D  étant  tel  que  nous  l'avons  défini  dans  l'article  XXII,  et  R  étant, 
comme  dans  le  même  article,  égal  à 

K[cos9cosv  -h  s'inO  sinv  cos( nt  -+-  xs  —  <p)]2. 

Au  moyen  des  équations  (5'),  (6')  et  (7')»  on  déterminera  les  oscilla- 
tions de  l'atmosphère  lorsqu'on  aura  déterminé  celle  de  la  mer;  si  l'on 
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suppose,  en  effet,  y  =  i  dans  l'équation  (6)  de  l'article  XXII  cl  qu'on 
la  retranche  de  l'équation  (5');  si  l'on  retranche  pareillement  les  équa- 
tions (7)  et  (9)  du  même  article,  des  équations  (6')  et  (7'),  on  ;nir;i, 
en  faisant  a'  —  u  —  //"  et  c'-c-  e", 

y       y'  _  du"       dv"         n  cos  6 

l  ~  T  —  ~àd  +  5w  +  u  sTnl  ' 

d'à"  dv"   .    '         ,  dy' 

—,~ —  9.n  -,-sinG  cosy~  —  g-—  , 
dtz  dt  °  dO 


d"-v"    .   ,fl  du"   .   a       a  dy' 

—r—  sin20  -+-  in  -,--  sin9cos0  —  ~  g -7-  ■ 
dt-  dt  OTB 


On  cherchera  donc  y  par  les  méthodes  que  nous  avons  données  précé- 
demment pour  cet  ohjet;  on  déterminera  ensuite,  par  les  mêmes  mé- 
thodes, y',  u"  et  e",  d'où  il  sera  facile  de  conclure  tout  ce  qui  est  relatif 
aux  oscillations  de  l'atmosphère. 

XXXVI. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  l'air  recouvre  immédiatement  le  sphé- 
roïde terrestre;  on  aura  y  —  o,  D  =  o,  et  les  équations  (5'),  (G)  et 

(7')  deviendront 

,  >,(àu'       dv'         ;cos0\ 

d'à'  dv'    .    .        ,  dy'       <>R 


dV   .  ,a  du'   .    a        .  dv'       d\\ 

- ,  r  sin2&  -+-2«  -r-  siny  cos6»  =  —  ç  -:- — h  t— • 
dt-  dt  °  dm        âw 


En  comparant  ces  équations  aux  équations  (6),  (7)  et  (9)  de  l'ar- 
ticle XXII,  on  voit  qu'elles  sont  les  mêmes  que  celles  d'un  fluide 
incompressible  et  infiniment  rare,  dont  la  profondeur  est  /',  et  dont 
dy'  exprime  la  hauteur  au-dessus  de  la  surface  d'équilibre;  il  nous 
sera  donc  facile,  par  la  méthode  de  l'article  XXVII,  d'avoir  av\  lors- 
qu'on connaîtra  /';  pour  cela,  nous  observerons  qu'à  la  surface  de  la 
nier  la  pression  l' A'gde  l'atmosphère  équivaut  à  celle  d'une  colonne 
d'eau  de  32  pieds;  d'ailleurs,  si  l'on  nomme  A  la  densité  de  l'eau,  on 
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a  A  =  85oA';  on  aura  donc  l'A' g  =  32?.  85o  A' g,  ce  qui  donne 
/'=  32p.85o  =  2  lieues  à  très  peu  près,  la  lieue  étant  supposée  de 
i3  573  pieds.  Cette  profondeur  est  une  de  celles  pour  lesquelles  nous 
avons  déterminé,  dans  l'article  XXVII,  les  oscillations  de  la  mer;  on 
aura  donc,  en  adoptant  toutes  les  dénominations  du  même  article, 

ocy'—.ov, 7629 -v—1 —  [cos2v  —  \  sin2v  +  <?(cosV  —  {sinV)] 


G 


op,  7629  sin2  0 


o,5  +  3,0980     sin2  9 
+  1,6237     sin4  9 
-ho, 3619     sinG  9  \  j  e  sin2  v' cos  (2/^  +  2m—  2©') 
-4-  o ,  o45g6  sin8  0  [  (  +  sin2  v  cos  (  2  nt  4-  2  m  —  2  9  ) 
+  0,00379  sin10 (5 
+  0,000211  sint20 


Pour  déterminer  présentement  la  variation  du  baromètre  correspon- 
dante à  ay',  rappelons-nous  que  0Ly'  =  a.lfp,  et  considérons  que  aA'p 
exprime,  dans  le  cas  présent,  la  variation  de  densité  de  l'atmosphère, 
pour  un  lieu  fixe  pris  au-dessus  de  la  surface  de  la  Terre;  la  variation 
du  baromètre  sera  donc  à  sa  hauteur  moyenne  que  nous  supposerons 
de  28  pouces,  comme  aA'p  est  à  A';  d'où  il  suit  que  cette  variation  est 
égale  à  28P0  -fi-;  or  on  a 

28p°.op,7629       28i;g. 0,7629. 12         ,.  ,    , 

—/<--  =  *  «.'5» ....  =  °"5-°<»9«; 

partant,  la  variation  du  baromètre  est  égale  à 

1  4~  3  cos  "*  9 
0%  009424 — —  [cos2v  — isin2v  +  e(cosV— {sinV] 

io,5  +  3,0980  sin2  0 
4-  1,6237  sm*  0 
4-0,3619     sin6  9 


o,!s,  009424  sin2  9 


esin2v'cos(2/i£  +  as —  2(?')) 
+  0,04596  sin8  0[  (+ sin2v  cos(2/if+ 2cr  —  29)  ) 
+  0,00379  sinlo0 
+  0,00021 1  sin120 


On  voit  ainsi  que  les  variations  du  baromètre  sont  assujetties  aux 
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mêmes  lois  que  le  flux  et  le  reflux  de  la  mer,  et  que,  en  vertu  de 
l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune,  il  s'élève  et  s'abaisse  alternativement 
deux  fois  par  jour;  mais  ces  variations  sont  très  peu  sensibles,  car  si 
l'on  suppose  le  Soleil  et  la  Lune  dans  leurs  moyennes  distances  et  en 
conjonction  ou  en  opposition  dans  le  plan  de  l'équateur,  et  que  l'on 
fasse,  avec  M.  Daniel  Bernoulli,  e  =  J,  on  trouve  o,ig,  3716  pour  la  dif- 
férence de  la  plus  grande  élévation  à  la  plus  grande  dépression  du 
mercure  dans  le  baromètre  à  l'équateur,  dans  l'intervalle  de  la  haute 
à  la  basse  mer;  cette  différence  diminue  en  approchant  des  pôles,  en 
sorte  que,  à  la  latitude  de  45°,  elle  est  plus  de  quatre  fois  moindre 
qu'à  l'équateur  et,  par  conséquent,  tout  à  fait  insensible. 

Considérons  maintenant  le  cas  de  la  nature  dans  lequel  l'air  sur- 
nage au-dessus  de  l'océan;  il  est  aisé  de  voir  que  les  oscillations  de 
l'atmosphère  dépendent  alors  de  la  profondeur  et  de  la  densité  de  la 
mer;  nous  supposerons  ici,  comme  dans  l'article XXVII,  cette  densité 
très  petite  relativement  à  celle  du  sphéroïde  terrestre,  et,  comme  il 
résulte  du  même  article  qu'en  attribuant  à  la  mer  une  profondeur 
moyenne  de  quatre  lieues  on  satisfait  assez  bien  aux  observations  du 
flux  et  du  reflux,  nous  adopterons  cette  supposition  dans  les  calculs 
suivants.  Nous  aurons  ainsi  par  l'article  cité,  en  n'ayant  égard  qu'à 
l'action  du  Soleil, 

n  I4-3C0S2Ô  .  . 

txy  =  op,  7029 ^ (  cos2  v  —  \  sur  v  ) 

o,5  -f- 0,3762   sin2  9  \ 

-+-  0,0783   sin*  9  I 

op, 7629  sin2 9  l        •+-  0,00787  sin6  9  \  sin2  v  cos (  2  n£  -h  2  tu  —  29). 

4-  0,00047  sin8  9  1 

-t-  0,00002  sin,o0  J 

Cela  posé,  si  l'on  traite  les  équations  (5'),  (6')  et  (7')  par  la  méthode 
des  articles  XXIV  et  suivants,  on  trouvera  d'abord,  par  l'article  XXV, 
que  la  partie  de  l'expression  de  cty'  qui  répond  aux  termes 

.-       .n       ,         «K   .  ,fl  .  ,                       _      1  -t-  3  cos  i9 ,      ,        1    -,   \ 
aRcos20cos2v  -t-  —  sin2ôsin2v      et     op,7Ô29 ^ (cos2v  —  isin2v) 
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des  expressions  de  aR  et  de  <xy  est  nulle,  parce  que,  en  n'ayant  égard 

qu'à  ces  termes,  on  a 

dy      àR 

On  trouvera  ensuite,  par  l'article  XXVI,  que  la  partie  de  l'expression 
de  ay'  qui  répond  au  terme 

2  K  sin  v  cos  v  sin  0  cos  8  cos  (  nt  +  m  —  <p ) 

de  l'expression  de  R  est  encore  nulle.  Enfin  on  trouvera  par  les 
articles  XXIV  et  XXVII  que,  si  l'on  nomme  a  le  coefficient  de 
cos(2,nt  -h  2ct  --  -2<p)  dans  l'expression  de  y;  a'  et  a"  ceux  du  même 

cosinus  dans  les  expressions  de  y'  et  de  y'  -\-y  —  —  »   on  aura  à  très 


peu  près 


„.d2a  da"  ....         ,.        4"     ,    i 

ax%  ax  V  g 


x  étant  égal  à  sin 6.  Or,  si  l'on  fait  — - —  =  6,  on  aura 


partant 


a"  ==  a'  -+-  a xz, 

2 


fl'r:fl'-flH X*; 

2 


de  plus,  /'  étant  égal  à  2  lieues,  on  a,  par  l'article  XXVII, 


in-  


et,  par  le  même  article,  on  a 

«K 


,    =  0^7629; 


l'équation  précédente  deviendra  donc,  en  y  substituant,  au  lieu  de  a, 
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■2<X, 


sa  valeur 


('•) 


1/  ^à*a"  da" 


5.rv) 


=à  7P,629  sin2v.ra 


0,3752  4-  0,0783  X1 
-t-  0,00787  a;* 
H-  0,00047  x* 
-+-  0,00002  J78 


Pour  intégrer  cette  équation,  on  supposera,  conformément  à  la  mé- 
thode de  l'article  XXVII, 

<xa"  =  jv, 629  sin2 vxi (A  -h  Afl).z2-t- A<5).z*  +A<»'j?« 
et  l'on  aura  les  huit  équations  suivantes  : 


i6A(J 

4oA<; 
72A(: 

II2A<( 

i6oA<< 
216AC 


w 


—  10A  -o, 

—  28A<1>-+-ioA     =0,3752, 

—  54AW  +  ioA<1>  =  o,o783, 
_    88A<3>-woA(2>  — 0,00787, 

—  i3oA(4)  ■+-  ioA(31  =  0,00047, 

—  i8oA(5)  +  ioA(4)--  0,00002, 

—  238AW  +  ioA<5)  —  o, 

ioA(6)  =  o. 


En  ne  considérant  que  les  sept  premières,  on  aura 


A    =  —  0,2344, 
A<»>  =  — o,i465, 

A^  =  -o,o3457, 
A(ï)  =  —  o,oo44°2, 


A(4)  =  —  o,ooo3649, 
A(5)  =  —  0,00002 1 35, 
A(6)  =  —  0,0000008970. 


Maintenant,  il  est  clair  que  si  l'on  ajoutait  au  second  membre  de 
l'équation  (r)  le  terme 


—  7P, 629. 0,00000897  sin2  va;*0, 
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on  aurait,  au  lieu  de  l'équation  (*),  la  suivante 

ioA(6)  =  —  0,00000897, 

ce  qui  donnerait  pour  A(6)  la  même  valeur  que  précédemment,  d'où  il 
suit  que  l'expression  précédente  de  a#"  satisferait  alors  exactement  à 
l'équation  (r);  or  le  terme 
v 

—  7P, 629. 0,00000897  sin2v#20, 

étant  excessivement  petit  par  rapport  aux  autres  termes  de  cette  équa- 
tion, peut  lui  être  ajouté  sans  craindre  aucune  erreur  sensible.  On 
doit  donc  regarder  comme  fort  approchée  la  valeur  précédente  de 
aa"  :  il  est  facile  d'en  conclure  la  valeur  aj',  car  on  a,  par  ce  qui 
précède, 

(g     \ 
aa" —  «a'+a-a;!    cos(2  nt  -+-  257  —  29). 

Pour  déterminer  présentement  les  variations  de  la  hauteur  du  baro- 
mètre, nous  nous  rappellerons  d'abord  que  ay  =  a/'p,  et  que  aA'p 
exprime  la  différence  de  densité  de  deux  molécules  d'air  également 
élevées  au-dessus  de  la  surface  de  la  mer,  la  première  dans  l'état  de 
mouvement  et  la  seconde  dans  l'équilibre;  nous  considérerons  ensuite 
que  le  baromètre  étant  fixé  au-dessus  de  la  surface  de  la  Terre  est 
moins  élevé  au-dessus  de  la  mer  que  dans  le  cas  d'équilibre  de  la 
quantité  ay.  La  variation  de  densité  des  molécules  d'air  qui  pressent 
la  surface  du  mercure  est  donc  égale  à 

a  A  P  -  *7 37  =  *  A'p  +  — jr ~  =  -77-  ( J  +  7); 

d'où  il  suit  que,  pour  avoir  la  variation  des  hauteurs  du  baromètre,  il 
faut  ajouter  les  valeurs  de  ony'  et  de  ocy  et  les  multiplier  par  le  rap- 
port de  28po  à  32p.85o.  On  aura  ainsi,  en  vertu  des  actions  réunies 
du  Soleil  et  de  la  Lune,  la  variation  de  la  hauteur  du  baromètre, 
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égale  à 

ou«,  009424 7T [cos'v  —  |sin*v  -he(cos8v'  —  isin'v'  1 1 

!o,5  —  2,344  sin2  9  \ 
—  i,465  sin4  6  I  , 
„,„   .       A[      esin2v'cos(2n«-+- 2cj  —  29')  ) 
—  o,346 sin6  6)  \  Y  M. 

«  l    M-     Sln"  V    C0S  (2«<4-2GJ  —  2(0  )   ) 
—  o,o44  sin8  9  \ 
—  o,oo4sinlo0  / 

Dans  les  nouvelles  et  pleines  lunes  des  équinoxes,  et  en  supposant 
e  —  J,  la  différence  de  la  plus  grande  élévation  à  la  plus  grande  dépres- 
sion du  mercure  dans  le  baromètre,  à  l'équateur,  est  égale  à  olig,244; 
mais,  ce  qui  est  très  remarquable,  l'instant  de  la  plus  grande  dépres- 
sion est  celui  de  la  haute  mer,  et  réciproquement;  et  comme  il  n'est  pas 
vraisemblable  que  la  profondeur  de  la  mer  soit  beaucoup  moindre  que 
quatre  lieues,  puisqu'on  aurait  autrement  des  marées  trop  peu  consi- 
dérables, il  en  résulte  que  cette  singularité  a  lieu  dans  les  supposi- 
tions les  plus  probables  sur  la  profondeur  de  la  mer,  en  sorte  que  si, 
par  une  longue  suite  d'observations  barométriques,  on  parvenait  à 
démêler  les  effets  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  l'atmosphère, 
il  y  a  beaucoup  d'apparence  que,  dans  les  lieux  situés  près  de  l'équa- 
teur, on  trouverait  la  marche  des  oscillations  du  baromètre  contraire 
à  celle  des  marées  :  il  suit  au  moins  de  nos  calculs  qu'il  est  très 
différent,  dans  la  recherche  des  variations  du  baromètre,  de  consi- 
dérer l'air  comme  recouvrant  immédiatement  le  sphéroïde  terrestre 
ou  comme  surnageant  au-dessus  de  l'océan. 

Il  est  facile,  au  moyen  des  valeurs  précédentes  de  y'  et  de  y,  de 

du'  dv' 

déterminer  les  vitesses  a  -.--  et  a -y-  sin  8  de  l'air  dans  le  sens  du  méri- 

dt  dt 

dien  et  dans  celui  du  parallèle;  il  suffit  pour  cela  de  substituer  ces 
valeurs  dans  les  équations  (6')  et  (7')  de  l'article  précédent  et  de 
satisfaire  ensuite  à  ces  équations  en  y  supposant  A  =  o.  En  faisant  ce 
calcul,  on  trouvera  que  la  vitesse  de  l'atmosphère  résultante  de  l'ac- 
tion du  Soleil  et  de  la  Lune  est  inappréciable  par  l'observation,  et 

OKiwres  de  L.  —  VU.  38 
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qu'il  est  impossible  de  la  démêler  d'avec  toutes  les  variations  aux- 
quelles les  vents  sont  assujettis  :  pour  le  faire  voir,  déterminons  le 
mouvement  d'une  molécule  aérienne  située  sous  l'équateur  lorsque 
l'astre  attirant  est  dans  le  plan  de  ce  grand  cercle;  on  aura  dans  ce 
cas  uf  ~  o,  et  l'équation  (7')  de  l'article  précédent  deviendra 

d?v'  dy'  dy         T,    .    . 

en  substituant  dans  cette  équation,  au  lieu  de  ~  -h  -~*  sa  valeur 

—  2 (os' 4-  a)  sin (2 nt  -+-  2m  —  2cp), 

on  aura,  en  observant  que  2ccg(a'  -+-  a)  —  aK  ==  icLga", 

d2v' 
a  — yy  —  ~"  2^. 7P, 629.0,4203  sin(2«£  h-  2gî  —  29), 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 


y. 


dv'  _n   ,    8 


H  ■+-  —  7P, 629 . o , 42o3  cos (2 nt  -+-  2td  —  29), 


dt  n 


H  étant  une  constante  arbitraire.  Or,  si  l'on  suppose  que  l'élément  dt 
du  temps  soit  d'une  seconde,  cndv'  représentera  l'espace  parcouru 
dans  l'intervalle  d'une  seconde;  de  plus,  en  nommant  T  le  temps 
d'une  révolution  de  la  Terre  sur  son  axe,  on  a  ni  égal  à  36o°,  le  rayon 
étant  pris  pour  l'unité;  par  conséquent 

2.355 

«T=: 3-, 

n3 

ce  qui  donne 

,,       2.355       1»  355         1 

ndt 


n3    23h56'n  ~  n3  3o.i436 
D'ailleurs  —„  =  —-;  on  aura  donc 

n2         289 

^ndt.  7P,  629 .  o ,  4203  =  op,  06758, 

partant 

ctdv'  —  aH'+  op, 06758  cos(2ni-+-  230,-29), 
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la  constante  a  H'  étant  égale  à  Rdt.  Si  cette  constante  n'était  pas 
nulle,  il  en  résulterait  à  l'équateur  un  vent  constant  d'occident  en 
orient  ou  d'orient  en  occident,  suivant  qu'elle  serait  positive  ou  néga- 
tive, et  l'on  pourrait  expliquer  par  là  les  vents  alizés  que  l'on  ebMlfC 
sous  la  zone  torride;  mais  la  valeur  de  cette  constante  dépend  du 
mouvement  initial  de  l'atmosphère,  et  nous  avons  observé  dans  l'ar- 
ticle XXI  que  la  vitesse  qu'elle  a  pu  produire  a  dû  être  anéantie 
depuis  longtemps,  en  vertu  des  résistances  en  tous  genres  que  les 
molécules  de  l'air  éprouvent  en  oscillant;  d'où  l'on  peut  générale- 
ment conclure  que  les  vents  alizés  ne  sont  point  occasionnés  par 
l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  l'atmosphère. 

Si  l'on  suppose  ces  deux  astres  en  opposition  ou  en  conjonction 
dans  le  plan  de  l'équateur,  et  si  l'on  fait  e  =  f ,  on  aura  op,  2365  pour 
le  plus  grand  espace  qu'une  molécule  d'air  parcoure  dans  l'intervalle 
d'une  seconde,  en  vertu  de  leurs  actions  réunies  :  or  il  paraît  impos- 
sible de  s'assurer,  par  l'observation,  de  l'existence  d'un  vent  aussi  peu 
considérable  dans  une  atmosphère  d'ailleurs  très  agitée;  mais  il  n'en 
est  pas  ainsi  des  variations  barométriques,  vu  surtout  l'extrême  pré- 
cision dont  les  variations  du  baromètre  sont  susceptibles;  dans  ce 
cas,  on  pourra  faire  usage  de  la  méthode  suivante  pour  démêler  ces 
variations  d'avec  celles  que  le  baromètre  peut  éprouver  par  d'autres 
causes. 

Nous  supposons  ici  que  l'on  ait  un  excellent  baromètre,  garni  d'un 
nonius,  pour  observer  jusqu'aux  petites  fractions  de  ligne.  Cela  posé, 
concevons  que,  dans  les  syzygies,  l'instant  de  la  plus  grande  dépres- 
sion barométrique  soit  celui  de  midi,  l'instant  de  la  plus  grande  hau- 
teur aura  lieu  environ  six  heures  après;  on  observera  conséquemment 
la  hauteur  du  baromètre  à  ces  deux  instants,  et  l'on  retranchera  la 
première  de  la  seconde  :  le  jour  suivant,  on  fera  une  observation  sem- 
blable, en  ayant  égard  au  retard  du  flux  atmosphérique,  à  raison  du 
mouvement  relatif  de  la  Lune  par  rapport  au  Soleil;  et  pour  déter- 
miner ce  retard,  on  suivra  la  même  règle  dont  on  fait  usage  dans  les 
ports  pour  déterminer  le  retard  des  marées.  En  comparant  ainsi  une 
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longue  suite  d'observations  et  rejetant,  pour  plus  d'exactitude,  celles 
dans  lesquelles  les  variations  du  baromètre  auront  été  très  considé- 
rables dans  un  petit  intervalle  de  temps,  en  vertu  des  grands  change- 
ments que  l'atmosphère  a  subis  d'ailleurs,  on  fera  une  somme  de 
toutes  les  différences  que  l'on  aura  trouvées,  et  en  la  divisant  par  le 
nombre  des  observations,  on  aura  à  très  peu  près  la  quantité  moyenne 
des  variations  barométriques  qui  résultent  de  l'action  du  Soleil  et  de 
la  Lune. 

Le  système  d'observations  dont  nous  venons  de  parler  suppose  que, 
dans  les  syzygies,  l'instant  de  la  plus  grande  dépression  arrive  à  midi  ; 
mais  comme,  dans  nos  ports,  le  moment  de  la  haute  mer  arrive  presque 
toujours  plus  tard  que  suivant  la  théorie,  la  même  chose  peut  avoir  lieu 
pour  l'atmosphère.  De  là  résulte  la  nécessité  de  former  plusieurs  sys- 
tèmes d'observations  semblables  au  précédent,  avec  cette  différence 
que,  au  lieu  de  fixer  l'instant  de  la  plus  grande  dépression  baromé- 
trique à  oh,  on  le  fixera  successivement  à  oh3om,  à  ih,  à  ih3ora,  à  ah, 
à  2h3om,  à  3h,  etc.,  et  le  système  qui  donnera  la  plus  grande  varia- 
tion est  celui  qu'il  faut  préférer.  Lorsqu'on  se  sera  bien  assuré  par  là 
du  véritable  instant  de  la  plus  grande  dépression  du  baromètre  pour 
le  lieu  où  l'on  observe,  on  pourra  facilement  déterminer  la  loi  de  ses 
variations,  relativement  aux  différentes  positions  du  Soleil  et  de  la 
Lune.  Tout  cela  suppose  que  l'action  de  ces  deux  astres  sur  le  baro- 
mètre est  sensible;  or  nous  avons  vu  que,  à  l'équateur,  elle  le  fait 
varier  d'un  quart  de  ligne  à  peu  près;  mais  cette  variation  peut  être 
considérablement  augmentée  par  les  circonstances  locales  et  surpasser 
une  et  même  deux  lignes,  ainsi  que  nous  voyons  la  mer  s'élever,  dans 
beaucoup  d'endroits,  quinze  ou  vingt  fois  plus  que  suivant  le  calcul. 
Quoiqu'il  soit  impossible  d'indiquer  avec  certitude,  autrement  que 
par  l'expérience,  les  lieux  où  ces  variations  barométriques  sont  les 
plus  considérables,  il  paraît  cependant  que  ce  sont  principalement 
ceux  qui,  situés  près  de  l'équateur,  sont  traversés  par  de  hautes  mon- 
tagnes qui,  en  resserrant  l'atmosphère,  peuvent  en  rendre  sensibles  les 
plus  légères  oscillations.  Un  phénomène  aussi  curieux  mérite  assuré- 
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mont  l'attention  des  observateurs  et  nous  les  invitons  à  le  suivre  d'une 
manière  particulière. 

XXXVII. 
Sur  les  oncles. 

Si  l'on  agite  une  eau  tranquille,  on  voit  aussitôt  se  former  autour 
du  centre  d'agitation  des  cercles  qui  s'agrandissent  sans  cesse  en 
s'éloignant  de  ce  point;  ces  cercles,  formés  par  les  élévations  et  les 
abaissements  successifs  du  fluide,  ont  été  nommés  ondes.  Newton  est 
le  seul,  que  je  sache,  qui  se  soit  proposé  d'en  déterminer  la  nature 
(Livre  II  des  Principes,  propos.  46);  ce  grand  géomètre,  considérant 
une  eau  stagnante  renfermée  dans  un  canal  infiniment  étroit  et  d'une 
largeur  constante,  suppose  que  la  superficie  de  cette  eau  monte  et 
descend  par  des  ondes  successives,  dont  nous  représenterons  par  A, 
C,  E,  ...  les  sommets  et  par  B,  D,  F,  ...  les  points  les  plus  bas; 
en  comparant  ces  ascensions  et  descensions  alternatives  aux  oscilla- 
tions de  l'eau  dans  un  canal  recourbé,  il  trouve  que,  si  l'on  prend  un 
pendule  dont  la  longueur  soit  égale  à  la  largeur  AC  ou  BD  des  ondes, 
elles  parcourront,  en  avançant,  un  espace  égal  à  cette  longueur,  dans 
le  même  temps  durant  lequel  le  pendule  achèvera  une  oscillation; 
d'où  il  suit  que  la  vitesse  des  ondes  est  en  raison  sous-doublée  de  leur 
largeur;  il  étend  ensuite  ces  résultats  aux  ondes  formées  dans  un 
canal  d'une  longueur  et  d'une  largeur  indéfinies,  où,  par  conséquent, 
elles  se  propagent  circulairement;  mais  il  observe  qu'alors  le  temps 
de  la  propagation  n'est  déterminé  par  là  qu'à  peu  près.  On  sent  aisé- 
ment que  cette  théorie  étant  fondée  sur  l'analogie  des  ondes  avec  les 
oscillations  de  l'eau  renfermée  dans  un  canal  recourbé,  analogie  que 
Newton  suppose  sans  la  démontrer,  ses  résultats  sont  très  incertains; 
il  est  donc  utile  de  traiter  de  nouveau  cette  matière,  en  n'employant 
que  les  principes  les  plus  incontestables  du  mouvement  des  fluides. 
C'est  ce  que  je  me  propose  de  faire  dans  cet  article,  en  ne  me  permet- 
tant d'autre  supposition  que  celle  des  ondulations  infiniment  petites; 
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je  ne  considérerai  ici  que  le  cas  traité  par  Newton,  et  dans  lequel  on 
suppose  l'eau  renfermée  dans  un  canal  infiniment  étroit,  d'une  lon- 
gueur indéfinie  et  dont  la  profondeur  et  la  largeur  sont  constantes.  Je 
réserve  pour  un  autre  Mémoire  la  discussion  du  cas  où  le  canal  a  une 
longueur  et  une  largeur  indéfinies. 

La  manière  la  plus  simple  de  concevoir  la  formation  des  ondes  est 
d'imaginer  une  courbe  quelconque,  plongée  dans  le  fluide  jusqu'à  une 
profondeur  très  petite  et  retenue  dans  cet  état  jusqu'à  ce  que  tout  le 
fluide  soit  en  équilibre;  en  la  retirant  ensuite  hors  du  canal,  il  est 
clair  que  le  fluide  tendra  à  reprendre  son  état  d'équilibre,  en  formant 
des  ondes  successives.  La  nature  et  la  propagation  des  ondes  ainsi  for- 
mées seront  l'objet  des  recherches  suivantes. 

Soient 

/  la  profondeur  du  canal  dans  l'état  d'équilibre; 

X  et  Z  les  deux  coordonnées  horizontales  et  verticales  qui  déter- 
minent, à  l'origine  du  mouvement,  la  position  d'un  point  quel- 
conque du  fluide; 

X  -+-  clx  et  Z  -+-  ccz  les  coordonnées  qui  déterminent  la  position  de  ce 
même  point  après  le  temps  t,  a  étant  supposé  infiniment  petit. 

Si  l'on  considère  présentement  un  parallélépipède  infiniment  petit, 
dont  la  largeur  soit  égale  à  la  largeur  infiniment  petite  du  canal,  que 

nous  désignerons  par  ê,  dont  la  longueur  soit  fi?X(i  +  a-r|)  et  dont 
la  hauteur  soit  dZ(  i  4-  cl—  \  en  nommant  A  la  densité  du  fluide  et 

négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a2,  on  aura  pour  l'expression  de  la 
masse  de  ce  parallélépipède 

\  oX  oL 

dans  l'instant  suivant,  ce  parallélépipède  se  changera  dans  un  solide 
d'une  autre  figure  ;  mais  il  est  facile  de  s'assurer  que,  si  l'on  calcule  la 
masse  de  ce  nouveau  solide  comme  s'il  était  un  prisme  rectangle,  on 
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ne  négligera  que  des  quantités  infiniment  petites  du  second  ardre 
par  rapport  à  celles  que  l'on  considère;  on  peut  donc  supposer  nulle 
la  différentielle  de  la  quantité  précédente  prise  en  ne  faisant  varier 
que  le  temps  t,  ce  qui  exige  que  cette  quantité  soit  égale  à  une  fonc- 
tion indépendante  du  temps;  on  aura  donc 

A6rfXflnr(i  +  a^  +  ê~)  =  A6rfX«/Y9(X,Y), 

<p(X,  Y)  étant  une  fonction  quelconque  de  X  et  de  Y  sans  t\  mais,  x 
et  z  étant  nuls  à  l'origine  du  mouvement,  cette  fonction  se  trouve 
déterminée  et  égale  à  l'unité;  partant  on  aura 

/  t»  »  dx       dz 

Si  l'on  nomme  ensuite/?  la  pression  qu'éprouve  la  molécule  fluide  et 
g  la  pesanteur,  l'équation  (B)  de  l'article  III  donnera,  dans  le  cas  pré- 
sent, 

(S)  o  =  ^(Z  +  «^)  +  arfX~y  +  arfzJ  4-^, 

la  caractéristique  S  servant,  comme  dans  l'article  cité,  à  désigner  les 
différentielles  des  quantités  prises  en  regardant  le  temps  t  comme 
constant.  Cette  équation  a  encore  lieu,  par  le  même  article,  pour  tous 
les  points  de  la  surface  extérieure  du  fluide,  pourvu  qu'on  y  suppose 
§p  =z  o  et  que  les  différences  dX  et  dZ  soient  celles  de  la  surface 
même. 

Pour  que  l'équation  précédente  soit  possible,  il  faut  que 

,vd2x        „d}z 
dl1  dt% 

soit  une  différence  exacte  et  qu'ainsi  l'on  ait 

dSF_âdfim 

d'L     ~    dX  ' 
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en  intégrant  cette  équation  deux  fois  de  suite  par  rapport  à  /  et  obser- 
vant que,  par  la  formation  précédente  des  ondes,  on  a 


x  =  o, 


dx 
dt 

=  o 

et 

dz 
dt 

dx 

dz 

M  ~ 

w 

à*x 

d*z  t 

dX  d'L  ~ 

:  dX*  : 

d*x 
dXdZ~ 

d*z 

~d7?' 

d2z 

d2z 

+  dïJ' 

lorsque  t  =  o,  on  aura 

partant 

or  l'équation  (R)  donne 

on  aura  donc 


Cette  équation  est  aux  différences  partielles  du  second  ordre,  et  son 
intégrale  complète  est,  comme  l'on  sait, 

z  m  9 (X  -h  Z  \f^l)  +  ^ (X  -  Z  v/iri), 

cp(X)  et  <|>(X)  étant  des  fonctions  quelconques  arbitraires  de  X  qui 
renferment  le  temps  t;  les  deux  équations 

dx        dz dx dz 

dX  +  dZ~°         et         d~Z~~dK 

donneront  ensuite 

x  =  -  y^  [9  (X  +  Z  v/:=l)  -  <|»(X  —  Z sf~\)Y 
On  doit  donc  observer  ici  que,  Z  étant  nul,  on  a 

z  —  o, 
quels  que  soient  X  et  t-,  on  a  donc 

<p(X)=~<|*(X), 
partant 

5=r  ?(x  +  Zv/=^)-9(X-ZV/:::^), 

^  -  _  s/zrl  [9  (x  +  z  v/=l)  -h  9  (x  —  z  v711^)], 
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on  aura,  au  moyen  de  ces  équations,  les  valeurs  de  x  et  de  z  relative- 
à  tous  les  points  du  fluide,  lorsqu'on  aura  déterminé  ces  valeurs  en  N 
et  en  /  pour  tous  les  points  de  la  surface;  or  l'équation  (S)  devient  à 
la  surface 

o  =  gè{Z-h  <xz)  -+■  txdX-j~-  -hadZ-y^; 

d'où  il  suit  que  drL  est  de  l'ordre  a.  Soit  donc  à  la  surface  du  fluide 

u  étant  une  fonction  quelconque  de  X;  on  aura,  en  négligeant  les 
quantités  de  l'ordre  a2, 

._,,  du  dz       d2x 

(T)  °  =  *5x+*5x+dF- 

Il  faut  maintenant  satisfaire  à  cette  équation  et  à  ces  deux-ci 

z  =  9(x-f-/v/=r;)-?(x-/v/::r'X 

^r=_v/=l[?(x+/v/-i)  +  ?(x-/v/:=rî)]; 

or  cela  paraît  très  difficile  en  général,  c'est-à-dire  en  donnant  à  u  une 
valeur  quelconque  arbitraire;  il  ne  nous  reste  donc  qu'à  y  satisfaire 
dans  des  suppositions  particulières  pour  u. 

Supposons  u  =  ai  cos cos -  J>  de  manière  que  l'on  ait  u  =  o, 

tant  que  X  n'est  pas  compris  entre  les  limites  -+-  h  et  —  A,  ce  qui 

revient  à  faire  au  delà  de  ces  limites  cos—  constamment  égal  à  cos-; 

c  D  c 

l'équation  (T)  devient  alors 


(T)  0:=-^sin- 


sa   .     X  dz        d%x 

°. —  cin    —  -4-  £T -4-   < 

c    s,n    C         6<*X^   dt* 


On  peut  y  satisfaire  et  remplir  toutes  les  conditions  du  mouvement, 
en  supposant 


x—      A  sin  —  \e°  4-  e  c  /, 


z  =  —  A  cos  —  \ec  —  e  c  f. 
c 
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e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  et  A 
étant  fonction  de  t  seul,  car  il  est  aisé  de  voir  que  ces  valeurs  de  x  et 
de  z  satisfont  aux  équations 

doc        âz dx dz 

et  à  la  condition  de  z  —  o  lorsque  Z  =  o.  Si  l'on  change  dans  ces  va- 
leurs Z  en  /  et  qu'ensuite  on  les  substitue  dans  l'équation  (T'),  on 

aura 

ga       gk(l-         l-\       <Pk(   l-.        -'\ 
o  =  —  2-  h-  3—  \ec  —  ec)  +  ■— -  \ec  +  ec  ). 
c  c  dt2 

Si  l'on  intègre  cette  équatioji,  en  ayant  soin  de  déterminer  les  con- 
stantes arbitraires  de  manière  qu'à  l'origine  du  mouvement  on  ait 

A  =  o  et  -j-  =  o,  on  trouvera  facilement 
at 

A  =s  —t ^  (i  —  cosnt), 


(ec  —  ec) 
n  étant  égale  à  \  /   - — -( zrr~'>  partant,  on  a  généralement 


ec4-  e 


z        — z 

a  — ^  sm  —  (i  —  cosnt), 


eL  —  e 


çC  . .  g    C  }£ 

a— j — (Cos—  (i  —  cos/i*). 


Il  résulte  de  ces  expressions  que  les  molécules  intérieures  du  fluide 
oscillent  d'une  manière  semblable  à  celles  de  la  surface,  avec  cette 
seule  différence  que  leur  mouvement  dans  le  sens  vertical  est  moindre 

Z  -Z  /  -l 

dans  la  raison  de  ec :  —  e  c   à  ec  —  e  c  ,  et  que  leur  mouvement  dans  le 
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z  -z        /  -/ 

sens  horizontal  est  moindre  dans  la  raison  de  ec  ■+-  e  c  à  ec  -+-  e  ' '  ;  d'où 
il  suit  que,  si  c  est  peu  considérable,  le  mouvement  du  fluide  sera 
presque  insensible  à  une  médiocre  profondeur  :  il  ne  s'agit  donc  plus 
que  de  bien  déterminer,  pour  tous  les  points  situés  à  la  surface  du 
fluide,  la  signification  des  valeurs  précédentes  de  x  et  de  z,  qui,  ayant 
été  données  par  l'intégration  d'équations  aux  différences  partielles, 
doivent  être  plutôt  regardées  comme  des  symboles  que  comme  de  vé- 
ritables expressions  analytiques.  Si  l'on  considérait,  en  effet,  sous  ce 
dernier  rapport  le  facteur  i  —  cosnt  qu'elles  renferment,  on  serait 
naturellement  porté  à  conclure  que  la  masse  entière  du  fluide  doit 
s'ébranler  dès  le  premier  instant  du  mouvement,  et  que  chaque  molé- 
cule fera  éternellement  des  oscillations  dont  la  durée  est  égale  à  — —  : 

or  l'une  et  l'autre  de  ces  conséquences  est  démentie  par  l'expérience, 
qui  nous  montre  que  les  parties  du  fluide  s'ébranlent  successivement 
et  que  chaque  molécule  ne  fait  qu'un  nombre  fini  d'oscillations,  dé- 
terminé par  la  nature  de  l'ébranlement  primitif,  après  quoi  elle  reste 
en  repos.  La  solution  de  cette  difficulté  mérite  une  attention  particu- 
lière, en  ce  qu'elle  renferme  une  application  délicate  du  Calcul  intégral 
aux  différences  partielles. 

L'expression  de  z  devient,  à  la  surface  du  fluide, 

x,        ,      x       T1      /x       A      ■      /x       A  xl 

z  =  a  cos  —  (  cos  nt  —  i  )  —  a    -  cos  I nt  \  -\ —  cos  ( \-nt\  —  cos  —    ; 

la  hauteur  de  la  molécule  fluide  au-dessus  du  niveau  du  canal,  étant 
égale  àa«  +  olz,  sera  conséquemment  égale  à 

T1      /x       A     »      /x       A  '«1 

a.  a    -  cos  I  —  —  nt  I  h —  cos  I \-nt\  —  cos  -    ; 

il  faut  donc  déterminer  la  fonction  arbitraire  <p(X)  de  l'expression 
générale  de  clu  -+-  olz,  de  manière  que  cette  expression  soit  égale  à  la 
quantité  précédente;  or  on  doit  se  rappeler  ici  que,  /  étant  nul,  la 
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valeur  de  <x.u-+-olz  est  nulle,  quel  que  soit  X,  lorsqu'il  cesse  d'être 
compris  entre  les  limites  -+-  h  et  —  h,  en  sorte  que  l'on  a,  au  delà  de 

ces  limites,  cosT  =cos-«  Cette  considération  doit  donc  nous  guider 

dans  la  détermination  des  valeurs  de  cos(  -  ±  nt),  et  nous  devons 

supposer  ce  cosinus  constamment  égal  à  cos  - >  lorsque  l'angle  —  =t  nt 

n'est  pas  compris  entre  les  limites  h —  et ;  d'où  résulte  cette  con- 
séquence, savoir,  que  la  molécule  déterminée  par  les  coordonnées  X 
et  Z  ne  commence  à  s'ébranler  que  lorsque  le  temps  t  est  tel  que 

l'angle  —  ±  nt  commence  à  être  compris  entre  ces  limites,  et  qu'elle 

cesse  d'être  ébranlée  lorsque  cet  angle  cesse  d'y  être  compris. 

Ne  considérons  ici  que  les  valeurs  positives  de  X  (on  pourra  faire 
des  remarques  entièrement  semblables  sur  les  valeurs  négatives); 
supposons,  de  plus,  X  plus  grand  que  h\  on  aura,  dans  ce  cas, 

cos( — hJin=cos-»  et  l'expression   précédente   de   au -\- et  s  de- 


\  c 
viendra 

a 

2 


r[cos(^-nt)~cos~c]; 


la  molécule  fluide  ne  commencera  donc  à  s'ébranler  que  lorsqu'on 

aura nt  —  -,  ce  qui  donne  /  = ;  elle  cessera  de  s'ébranler 

c  c  n  ne 

"Y  /i  Y  ^     A 

lorsqu'on  aura nt  = >  ce  qui  donne  /=  — ■ — ;  partant,  la 

durée  de  l'ébranlement  sera  —  Le  temps  de  l'oscillation  d'un  pendule 

dont  b  représente  la  longueur  est  tc  t/-»  «  exprimant  le  rapport  de  la 

demi-circonférence  au  rayon;  nommant  donc  T  ce  temps,  on  aura, 
pour  le  temps  après  lequel  la  molécule  fluide  commence  à  s'ébranler, 


t  ~  X~h  £j  (X-/QV  e<->rec 

ne  ri        "^7       ' 

Ti\Jbc\'  ec  —  ec 
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et  le  temps  de  l'ébranlement  sera 


4  n    = 


K\  bc\    e*  —  e  c 

Si  la  profondeur  /  du  fluide  est  considérable  par  rapport  à  c,  le 
temps  /  sera  à  très  peu  près  égal  à  T;  d'où  il  suit  qu'alors  lapro- 

fondeur  plus  ou  moins  grande  du  canal  D'influé  que  d'une  manière 
insensible  sur  le  temps  de  la  propagation  des  ondes;  si  dans  ce  même 

X 

cas  h  est  très  petit,  on  aura  sensiblement  /  ==  ---=rT;  or  la  largeur  de 

Tonde  ou,  ce  qui  revient  au  même,  l'étendue  de  la  partie  fluide 
ébranlée  dans  le  même  instant,  est  égale  à  ih\  cette  largeur  influe 
donc  extrêmement  peu  sur  le  temps  de  la  propagation,  ce  qui  est  bien 
contraire  au  résultat  de  Newton,  suivant  lequel  ce  temps  est  récipro- 
quement comme  la  racine  carrée  de  A,  au  lieu  que,  suivant  notre 
théorie,  il  est  réciproquement  comme  la  racine  carrée  de  c. 

Le  cas  que  nous  venons  de  discuter  est  très  remarquable  en  ce  qu'il 
embrasse  tous  ceux  dans  lesquels  on  suppose  les  ondes  formées  par 
l'immersion  d'une  courbe  très  peu  plongée  dans  l'eau;  car,  si  l'on 
nomme  r  le  rayon  osculateur  de  la  courbe  au  point  le  plus  bas  qui 

plonge  dans  l'eau,  on  aura  à  très  peu  près  aM  =  r(cos—  —  cos-^V 

h*  .  . 

—  étant  ici  supposé  de  l'ordre  a.  On  aura  donc,  par  ce  qui  précède,  et 

en  négligeant  h  par  rapport  à  X. 


X  /e*" 


—J 

e  r 


—  n 
—  er 


d'où  il  suit  que,  la  courbe  étant  plongée  plus  ou  moins  profondément 
dans  l'eau,  le  temps  de  la  propagation  des  ondes  à  une  distance  don- 
née sera  toujours  le  même,  à  peu  près  comme  le  temps  des  oscillations 
d'un  pendule  est  constant,  quels  que  soient  les  arcs  qu'il  décrit, 
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pourvu  qu'ils  soient  fort  petits.  Si /est  très  grand  par  rapport  à  r,  on 

X 

aura  t  =     \—  T  ;  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  les  temps  de  la  propagation 
7T  \jrb 

des  ondes  engendrées  par  différentes  courbes,  ou  par  la  même  dans 

différentes  situations,  sont  réciproquement  comme  les  racines  carrées 

des  rayons  osculateurs,  et  les  vitesses  des  ondes  sont  directement 

comme  ces  mêmes  racines;  il  n'en  est  donc  pas  de  la  vitesse  des  ondes 

comme  de  celle  du  son,  qui,  comme  l'on  sait,  est  indépendante  de 

l'ébranlement  primitif  de  l'air. 
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CALCUL  AUX  DIFFÉRENCES   PARTIELLES 


LA  THÉORIE  DES  SUITES  ('). 


Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1777;  1780. 


I. 

Soit  u  une  fonction  quelconque  de  a,  que  l'on  propose  de  déve- 
lopper dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  a.  En 
représentant  ainsi  cette  suite 

u,  qt,  q2,  ...  étant  des  quantités  indépendantes  de  a,  il  est  clair  que 
u  est  ce  que  devient  u  lorsqu'on  y  suppose  a  =  o,  et  que  l'on  a,  quel 
que  soit  ny 

dnu  .  l  ■:!;*£     À 

-^  =r.2.3...«.«7„+2.3..  .(n  +  i)ayfl+1  +  . . ., 

la  différence  dnu  étant  prise  en  faisant  varier  tout  ce  qui,  dans  w,  doit 
varier  avec  a;  partant,  si  l'on  suppose  après  les  différentiations  a  =  o 

dans  l'expression  de  -r-p  on  aura 


dcv 


Çn 


1  . 2 . 3 . .  .  n 


(')  Remis  le  16  juin  1779. 
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Si  u  est  fonction  des  deux  quantités  a  et  a,,  et  qu'il  s'agisse  de  déve- 
lopper cette  fonction  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances et  aux  produits  de  a  et  de  a,,  en  représentant  ainsi  cette  suite 

uz=v-\-a  quo-ha-    çii0-+-... 

+  «?     ?0,2-+---- 


le  coefficient  qn t„t  du  terme  0Ln(x."'qn  ni  sera  pareillement  égal  à 

d<x11  dot."1 


i.2.3. . .n.l.2.3. . .nx 

a  et  a,  étant  supposés  nuls  après  les  différentiations. 

En  général,  si  u  est  fonction  de  a,  a,,  a2,  . . .  et  que,  en  la  dévelop- 
pant dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et  aux  pro- 
duits de  a,  a,,  a2,  ...,  on  représente  par  a"a"'a^\  .  .qn  n  (  „a  le  terme 
de  l'ordre  an a"1  ol^  . . .  de  cette  suite,  on  aura 


dn+ni 


Çn,  «u  »,, 


da'làoc1i  d<x%'. 


1.2.3...#.I.2.3.../it.I.2.3. 


pourvu  que  l'on  suppose  a,  a4,  a2,  ...  égaux  à  zéro  après  les  différen- 
tiations. 

Supposons  maintenant  que  u  soit  fonction  de  a,  a,,  a2,  ...  et  des 
variables  t,  tt,  t2,  ...;  si,  par  la  nature  de  cette  fonction  ou  par  une 
équation  aux  différences  partielles  qui  la  représente,  on  parvient  à 

fin  -+-  nx+...  u 

obtenir   ,  rt       —  en  fonction  de  u  et  de  ses  différences  prises  par 

rapport  à  t,  t{,  t2,  ...,  en  nommant  K  cette  fonction,  lorsqu'on  y 

change  m  en  u,  u  étant  ce  que  devient  u  lorsqu'on  y  suppose  a,  a,, 

a2,  ...  égaux  à  zéro,  il  est  visible  que  l'on  aura  <7„,ni,...  en  divisant  K 

par  le  produit 

i.2.3. .  .«.i.2.3. ..nj.i.2.3. .  .«2. ..; 

on  aura  donc  ainsi  la  loi  de  la  série  dans  laquelle  u  est  développé. 
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C'est  sous  ce  point  de  vue  que  le  calcul  aux  différences  partielles  peut 
être  utile  dans  la  théorie  des  suites,  et  nous  allons  en  voir  découler 
les  principaux  théorèmes  sur  cet  objet,  auxquels  les  géomètres  ne 
sont  parvenus  que  par  des  méthodes  particulières. 

II. 

Supposons  d'abord  u  égal  à  une  fonction  quelconque  de  /-ha, 
tf  -h  a, ,  t2  -t-  a2,  . . .  que  nous  désignerons  par 

<p (  t  -h  a,  tt  4-  «!,  t2  -+-  a2>  •  •  •  )  î 

dans  ce  cas,  la  différence  quelconque  iiéme  de  w,  prise  par  rapport  à  a 
et  divisée  par  doc',  est  évidemment  égale  à  cette  même  différence  prise 
par  rapport  à  /  et  divisée  par  di*.  La  même  égalité  a  lieu  entre  les  dif- 
férences prises  par  rapport  à  a,  et  t{,  ou  par  rapport  à  a2  et  /2,  ou  . . . , 
d'où  il  suit  que  l'on  a  généralement 

jn  +  nt+n,+  ...u  ^n  +  n^n^ ...  u 


d<xn  dct\i  d<xl* . . .        dtn  dtl'dtl'. . . 

En  changeant  dans  le  second  membre  de  cette  équation  u  en  u  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  en  ç(£,  t,,t2,  . . .),  on  aura,  par  l'article  précé- 
dent, 

da-«-*n- "»-»••••  9(t,tut2 ) 

qn,  »„«„...—  I#2.3...n^'t.i.2.3...nI^M.2.3...«,^5'...' 

Si  u  est  seulement  fonction  de  t  ■+-  a,  on  aura 


partant 


Cette  suite  a  été  donnée  par  Taylor  dans  l'Ouvrage  qui  a  pour  titre  : 
Methodus  incrementorum. 
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III. 

Le  théorème  de  l'article  précédent  donne  immédiatement  en  série 
la  différence  finie  d'une  fonction  quelconque  u  de  /,  t{,  t2,  ...  lors- 
qu'on y  suppose  t  croître  de  a,  tK  croître  de  cc{,  t2  croître  de  a2,  ..., 
car,  en  nommant  u'  ce  que  devient  u  par  ces  accroissements,  on  aura, 
en  vertu  de  ce  théorème,     • 

.  du  du  a2    d*u 

en  désignant  donc,  comme  à  l'ordinaire,  par  Au  la  différence  finie 

u'  —  u,  on  aura 

du  du 

dt  dtt 

Il  est  aisé  d'en  déduire  les  différences  linies  successives  de  u; 
mais,  pour  ne  point  nous  embarrasser  dans  de  trop  longs  calculs, 
nous  ne  considérerons  ici  qu'une  seule  variable  t  :  il  sera  facile 
ensuite  d'étendre  les  résultats  suivants  à  un  nombre  quelconque  de 
variables. 

Dans  le  cas  d'une  seule  variable  t,  on  a 

.  .  .  du        a2    d*u  a3      d3u 

En  prenant  la  différence  finie  de  cette  équation,  on  aura 

A,  .du         a2    A  d-u  a3      „  d3  u 

AJw  =  aA- — i A 


dt       i.2      dt2        i.2.3      dt3 

îatinn    /'il   //   on    . 

dt 


Or  on  a,  en  changeant  successivement  dans  l'équation  (i)  «en-r 


d*u 


.du  ad* u         oc3    d3 u 

en  A  —    =  a2 a 

dt  dt*  T.  i.2  dt3 

,  A  <?2  u         ,d3u         av    dku 
dt2  dt3        i.a  dtk 
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On  aura  donc  pour  A2  m  une  expression  de  cette  forme 

a,  a',  ...  étant  des  coefficients  numériques;  si  Ton  différentie  de  nou- 
veau cette  équation  aux  différences  finies,  on  aura 

A3  ,4^" 

d'où  Ton  conclura 

or 
En  suivant  ce  procédé,  on  aura  généralement 

(2)  àiu  =  *w+hc^*1^+h>fr*Wzr+..., 

h,  h',  ...  étant  des  coefficients  indépendants  de  a  et  de  /  qu'il  s'agit 
de  déterminer. 

Pour  cela,  soit  u  =  e',  on  aura 

.  du        r)2  a 

on  a  d'ailleurs 

Am    =e'+a—  el  =  (e*—i)el, 

A2a  =  (ea—  i)(ee+*  —  **)  =  (ea—  i)*e', 

et  généralement 

Ai«  =  (ea-i)V; 

l'équation  (2)  donnera  donc 

(ea—  i)<  =  a' -h  h<xi+l  -+-  h'txi+i  +  ..., 
en  sorte  que  l'on  aura 

pourvu  que,  dans  le  développement  du  second  membre  de  cette  équa- 
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tion,  on  applique  à  la  caractéristique  d  les  exposants  des  puissances 
de  du,  et  qu'ainsi  l'on  écrive  -^  au  lieu  de  (~j  ;  on  aura  donc, 
dans  cette  supposition, 

(  a—       Y 
(3)  b}u-=.\edt  —  i)  . 


IV. 

Si  l'on  suppose  -^  =  £\s,  la  caractéristique  S  servant  à  désigner, 
comme  à  l'ordinaire,  l'intégrale  finie  des  quantités,  on  aura 

u^z^f'zdt1        et        Aiu=flzdti; 
l'équation  (2)  de  l'article  précédent  donnera  donc 

/  zdt1  ^_  m 

Ilz  =  ^ — , ha  2^  —  h' oc*  2* %£  — . . ., 

d'où  l'on  tirera,  en  différentiant, 

Cette  valeur  de  aS'-^>  substituée  dans  l'expression  de  2%  lui  don- 
nera la  forme  suivante 

f'zdl>       hf'-\dt<-<  à,z 

En  différentiant  cette  équation  deux  fois  de  suite,  on  aura 

■  „ .  d*z        fl~**  dti-%        hfl~3z  dtl~3  l  v .  d*z 

■  d*z 
Cette  valeur  de  a2!*1-^,  substituée  dans  l'expression  de  2%  donnera 

f'éè*       f'-'zdtt-i        f^zdt*-* 

Vs  =  — a hÂ rh m  '1 r-. . . .  ; 


AUX  DIFFÉRENCES  PARTIELLES,  ETC.  319 

et,  continuant  d'opérer  ainsi,  il  est  aisé  de  voir  que  l'on  aura  généra- 
lement 

f'z  dv         /''"'s  dt1-*  fl~*z  dtl~* 

.    dz        ..  ,  d2  z 


+■  sz  -+-  s'a  -r-  +-  s" a?  -= 


r,  r',  . . . ,  s,  s',  ...  étant  des  coefficients  indépendants  de  a  et  de  t. 
Pour  les  déterminer,  soit  z  =  ee,  et  l'on  aura 

dz         d*Z  r      .  pi     j. 

On  a  d'ailleurs 

yf  —       c 

*iZ  —  ~~z » 

ea—  i 

partant 


e*—i  (ea— i)5 

et  généralement 


2lz  = 


(ea— i)*' 
l'équation  (4)  donnera  donc 

1  i  r  r'  .        _  . 

(ea— -i)'        a'        a'-1        at_2 

en  sorte  que  l'on  aura 

f'zdt*    »r  f**M&-*       r'  f^zdt1-*  â, 

~  +  ~ ï=i »-  <_, +  ....  +  **  + a*' £?+...= 

a'  a'   '  a*   *  d£ 


(/»-.)'' 


pourvu  que,  dans  le  développement  du  second  membre  de  cette  équa- 
tion, on  applique  à  la  caractéristique  d  les  exposants  des  puissances 
de  dz  et  que  l'on  change  les  différences  négatives  en  intégrales,  c'est- 

~\    on  écrive  ^— ->  et,  si  rc  est  négatif  et  égal 

J\ — "*    S  /**    WJ 

à  — /ra,  qu'au  lieu  de  -r— ^  on  écrive  /     zâtm;  on  aura  donc,  avec  ces 
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conditions, 


2< 


z 


<); 


et,  comme  cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  fonction  z,  en  chan- 
geant z  en  u,  on  aura 

(5)  1^/  = 


(/--.y 


Dans  la  supposition  de  i  =  i,  l'équation  (5)  devient 


lu  = 


au 
e    dc-i 


en  sorte  que,  en  développant  la  quantité  — ^ >  on  aura  la  loi  des 


e   dt-i 


termes  de  la  série  qui  exprime  l'intégrale  finie  de  la  fonction  u.  Cette 
loi  est  très  importante  dans  la  théorie  des  suites;  on  peut  y  parvenir 
directement  de  la  manière  suivante  : 
Supposons 


e* —  i        a 


-  -+-  Ço  -+-  a?i  -H  a2?2  ■+■  oâq3  4- . .  .  -+-  an~x  ?„_,  -+- 


on  aura,  par  ce  qui  précède, 

v  fudt  du         :      d2u         .      d3« 

Tout  se  réduit  donc  à  déterminer  la  loi  des  coefficients  q0,  qt,  q2, 
q3,  . . .;  or  il  est  visible  que  l'on  a 


Jn  a 

dn  — — 


Ça- 


1       i .  2 . 3 . .  .  n  da'1  ' 
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pourvu  que  l'on  suppose  a  =  o  après  les  difterentiations;  on  a  en sn ï t«- 


oc 

a 

oc 

= 

2 

2 

,.X              | 

a 

> 

(6) 

e"  —  i        e1  4- 1 

de  plus,  il  est  clair  que,  si  l'on  suppose  a  =  o  après  les  diflerentia- 
tions,  on  a 

OC 

d'1    * a 

1  dn - 

e-±i  ea±:i 


doc\n  doc'1 


(t) 


ce  qui  donne 


dn  -z a 

d* 


el~±.\         i         ea±i 


dan         "  2"       doc"-      ' 
l'équation  (6)  donnera,  par  conséquent, 


dn  -A-        dn  -A-        éh 


e* — i         i         ea — i         i         ea+i 


da"  2"       da"  2"        doc" 

Partant,  si  l'on  suppose  toujours  a  =  o  après  les  différentiations,  on 

aura 

rf"  ~—  d"  —?—  nd«~x  -- — 

e%—  i  eaH- 1  ea-t-i 


doc'1  (  2"  —  i  )  doc'1  (  2"  —  i  )  rfa" -  ■ 

parce  que 

dn      *      —acdn  — - h  n doc dH~l  — - —  =  ndoc dn~x 


e* -+- 1  e»+i 


lorsque  l'on  suppose  a  =  o;  donc 


d*' 


e*-+-  i 

7"~'  T    '  i. a. 3. ..(/»  —  i)(2"  —  i)docn'1' 

OFMvres.lc  L.  -   IX.  »  ' 


322  MÉMOIRE  SUR  L'USAGE  DU  CALCUL 

Si  l'on  différence  présentement  la  quantité  — >  on  trouvera 

d     l  d*     ' 

e*-t- 1  —  e*  ea+i        eiCL  —  ea 


et,  en  continuant  de  procéder  ainsi,  on  voit  que  l'on  aura  générale- 
ment 

rf"  'ë«HhT       Ac"'-"!t+A(1)ef-,)a+A<1)6"'-Jitt+... 
(7) 


A,  A<n,  Aw,  ...  étant  des  coefficients  indépendants  de  a,  et  le  numé- 
rateur du  second  membre  de  cette  équation  ne  renfermant  que  des 
puissances  positives  de  ea,  en  sorte  que  la  plus  petite  des  quantités 
n  —  t,  n  —  2,  n  —  3,  ...  ne  peut  être  zéro  ou  négative.  Pour  déter- 
miner ce  numérateur,  nous  observerons  que  l'on  a 

</"-•  --- 

(e«-i-i)»  *J~f  —  Ae<*-'>*4-A(1)e"»--*>a+...; 

il  ne  s'agit  donc  que  de  développer  en  série  la  fonction 

en  rejetant  toutes  les  puissances  de  ea,  qui  sont  zéro  ou  négatives,  et 
dont  les  coefficients  doivent,  par  conséquent,  se  détruire  d'eux- 
mêmes;  or  on  a 

(e*-f-  i)-1  —  r*(i  +  <?-<*)-»—  e-«—  e~îa-+-  e"3*  —  é?-*aH- . . ., 

partant 

rf"-'(e«+i)-1 


d<xn 


—  ±  (e-«—  a*-^-8*-^  3»-' <?-»*  —  4»-1  «-*«-+-. . .), 


le  signe  +  ayant  lieu  si  n  est  impair,  et  le  signe  —  s'il  est  pair;  en 
multipliant  cette  quantité  par  (ea-f-i)n  et  rejetant  les  puissances 
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négatives  ou  nulles  de  e*,  on  aura 

^/» -i/ea_i_j\-i  / 

(e«+l)* ~^r~—±\       r"  --»«_  e(«-î)«(2"-1       n 


["3*- 


.         „    .  n(n—  1)' 


_eo.-*>«|'4..-._3i.-ill +  a.-i  îfiLZÛ  _  "("-')  ("-a)1 
[  1.2  1 . a . 3 

-i- 

==  Ae("_,)aH-  A(1)e("-2)a-f- . 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  Ae("~,)a-i-. . .  dans  l'équation  (7),  et 
que  l'on  y  suppose  a  =  o,  on  aura 

—  (a»-»  —  n)+  [â» -'  —  a*-1  n  -4-  **? ""  '?] 

_  l>.-i_3«-««  +  a-*  n(n"l)  -  ^-0(^-'>  1 

1.2  1.2.3 


rf»-1 


ea-hi 


partant 

±j 

V"-1—  i.2.6. .  .(n  —  1  )  ( 2"  —  1  ) 2" 

±  !"(,,  —  i)«~»  —  (/»  —  2)—»/l  H-  («  —  3)  *^  — f)  _ ...  1    j 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  dans  cette  dernière  équation  si  n  est 
pair,  et  l'inférieur  s'il  est  impair. 

La  formule  précédente  n'a  lieu  qu'autant  que  n  est  plus  grand 
que  1,  et  l'on  ne  peut  trouver  par  son  moyen  la  valeur  de  qn;  mais 
cette  valeur  est  très  facile  à  déterminer  en  considérant  que 


1 

1 

1 
"  a 

1 

ea—  1 

• 

a- 

<X  H h  .  . 

i  .a 

a 

d'où  l'on  tire 

Ço—  — 

1 
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Dans  le  cas  où  n  est  impair  et  plus  grand  que  l'unité,  il  est  très 
remarquable  que  l'expression  de  q„_{  se  réduise  toujours  à  zéro;  pour 
le  faire  voir,  nous  observerons  que  si  l'on  ne  considère  dans  les  pre- 
miers membres  des  équations  suivantes  que  les  puissances  (n  —  r)'-', 
dans  lesquelles  n  —  r  est  positif,  on  aura,  par  la  théorie  connue  des 
différences  finies, 

(n—  \y-x  —  n(n  —  i)»-l+  n^1  ~  ^  (n  —  3)»-*  — . . . 
=  An(n  —  i)'l-l-hi, 

—  A"  (  n  —  2  )■-»  -+-  2n~l  —  n, 
(  n  —  3)»-1  —  n  (n  —  4)»->  -4-  ^— 1^  ( n  —  5  V'-1  —  . . . 

1.2 

=  A»(/i  —  $)•**  +  3»-1  —  2"-'  n  -+-  *(•*  — ') . 

1.2 

De  plus,  on  a  généralement  A"^-1  — o;  en  substituant  ces  valeurs 
dans  l'expression  de  y„_,,  on  trouvera  facilement  qu'elle  se  réduit  à 
zéro  dans  le  cas  où  n  est  impair,  et  que,  dans  le  cas  où  n  est  pair  et 
égal  à  2  s,  on  a 


9u-t 


1.2.3.  .  .(a*—  l)2u~l{2u—  I) 


3 

-[(S—  I  )*'-»—  25  (5  —  2)2*~1+..  .] 

H-  [(*-a)«'-»-...] 


expression  que  l'on  peut  mettre  sous  cette  forme  très  simple 

±_i 

<7"~,—    1.2.  3...  (25  —  l)22*-1(2Si—  I) 


2,-1. 


2 
X 


(* 


os,,.  ,r  ,        25(25  —  1)    1 25(25— 1) (25  —  2)1  \> 

L  1.2  2  1.2.3 
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le  signe  -+-  ayant  lieu  dans  ces  deux  formules  si  s  est  impair,  et  le 
signe  —  s'il  est  pair. 

Il  suit  de  ce  que  nous  venons  de  voir  que  l'expression  de  Hu  peut 
être  mise  sous  cette  forme 

v         fudt        i  .    du  ,M   <ï-u  R,    d*u 

Zu  = u  -h  art,  -T-  —  oc3/i2  — —  +-  a5/j.t  —  r  — .  .  ., 

oc  2  dt  àt*  3  Of 

et  que  l'on  a  généralement 
A,= 


i.2.3.  ..(ai  —  i)2ii--l{-2"-'~-i) 

(  -- iu~l  —  (i  —  i)5'-»  (i  -h  -  2 i\  +  (t  —  2) 
X  -(i-3)«-*| 


VI. 


Reprenons  les  équations  (3)  et  (5)  des  articles  III  et  IV 


du 


(5)  l'u=T 


du 
e  dl-i 


Ces  deux  équations  peuvent  être  représentées  par  la  suivante 


du 
dt 


(8)  {luY=\e  oc  —i 

pourvu  que  dans  les  deux  membres  de  cette  équation  on  applique  aux 
caractéristiques  A  et  à  les  exposants  des  puissances  de  Au  et  de  du,  et 
que  l'on  change  les  différences  négatives  en  intégrales;  par  exemple 

udt1  au  lieu  de  jpr' 
L'équation  (8)  ayant  lieu,  soit  que  la  puissance  i  de  Au  soit  positive 
ou  qu'elle  soit  négative,  il  en  résulte  qu'une  fonction  quelconque  de 
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du 

Au  est  égale  à  une  pareille  fonction  de  e  —  i,  pourvu  que  dans  le 
développement  des  deux  fonctions  on  ait  soin  d'appliquer  aux  carac- 
téristiques A  et  à  les  exposants  des  puissances  de  Au  et  de  du,  et  de 
changer  les  différences  négatives  en  intégrales.  De  ce  théorème  général 
on  peut  tirer  les  deux  corollaires  suivants  : 

[log(i  +  Atf)]'=Llog(i-t-«"5SF-JJ  &&fêfVj 
partant,  si  i  est  positif,  on  aura 

dlu 

(9)  a'-^r  =[log(ï  +  Aw)]<', 

et,  si  i  est  négatif  et  se  change  en  —  i,  on  aura 

f'udt1  , 


(IO) 


[log(n-Aa)]' 


En  supposant  «  —  i,  cette  dernière  équation  pourra  servir  à  déter- 
miner les  surfaces  des  courbes  au  moyen  des  ordonnées  équidistantes. 

a,        /  du         \*  du 

2°  (l+-A«)a  =  ^H-/J«_  i)     =  «*'<«• 

partant 

|_(n-AiO*-i]  =\eai'dl-i)  ; 

or,  si  l'on  désigne  par  les  caractéristiques  A,  et  S,  les  différences  et 
les  intégrales  finies,  lorsque  a,  est  la  différence  finie  de  u,  on  a,  dans 
le  cas  où  i  est  positif, 

Cils      Y 

A\u=\e    dt  —  \)  , 
et,  dans  le  cas  où  i  est  négatif  et  se  change  en  —  i,  on  a 
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donc 

(u)  b\u  =  l(i  +  lu)*-i\ 

et 

(12)  J{V  = 


(I  +  Ali)'*-! 


r 


Ces  deux  formules  renferment  la  théorie  des  interpolations  prise  avec 
toute  la  généralité  dont  elle  est  susceptible. 

Je  dois  observer  ici  que  les  équations  (3),  (5),  (9),  (10),  (u) 
et  (12)  ont  déjà  été  données  par  M.  de  la  Grange  dans  un  excellent 
Mémoire  qui  a  pour  titre  :  Sur  une  nouvelle  espèce  de  calcul  relatif  à  la 
différentiation  et  à  l'intégration  des  quantités  variables,  et  qui  est  inséré 
dans  le  Volume  de  l'Académie  de  Berlin  pour  l'année  1772.  Ce  grand 
analyste  y  est  parvenu  au  moyen  d'une  analogie  très  remarquable 
entre  les  puissances  positives  et  les  différences,  et  entre  les  puissances 
négatives  et  les  intégrales;  analogie  qu'il  se  contente  d'observer,  mais 
dont  il  semble  regarder  la  démonstration  comme  très  difficile  (voir  le 
Mémoire  cité,  p.  186  et  icp);  c'est  ce  qui  m'a  engagé  à  les  démontrer 
ici  par  une  méthode  qui,  si  je  ne  me  trompe,  est  aussi  directe  et  aussi 
simple  qu'on  puisse  le  désirer,  et  qui  de  plus  a  l'avantage  de  faire  voir 
a  priori  h  raison  de  cette  analogie  singulière. 

VII. 

Revenons  présentement  au  développement  des  fonctions  en  suites; 
mais,  au  lieu  de  supposer  la  fonction  u  donnée  immédiatement  comme 
dans  l'article  II,  imaginons  qu'elle  soit  une  fonction  de  x,  x  étant 
donné  par  l'équation  aux  différences  partielles 

dx  _      dx 
àï~ZTt' 

dans  laquelle  z  est  une  fonction  quelconque  de  x.  Cela  posé,  pour 
réduire  u  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  à  a,  il  faut  (art.  I) 
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déterminer  la  valeur  de  j- --  dans  le  cas  de  a  =  o;  or  on  a 


du du  dx  _      du  dx 

dx       dx  dix       "  dx  dt 


i     dx  dx  . 

a  cause  de  -r-  =  z  -r- ,  partant 

.    „  du         •'  *  da? 

(a) 


dx 


dix  dt 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  a,  on  aura 


d2   f  z  —  dx 


du 
d-u  _  '  J  "  dx 
dot}  ~  dtdx~ 

du 


or  l'équation  (a)  donne,  en  y  changeant  w  en  y  z  ~  dx, 

d  f z  -r—dx       d  fz2  -T-  dx 
J      dx  J       dx 

do\  :  dt  ' 

partant 

F-uJ2fZ°-ddlcdX 
dot2  ~  dt- 

En  différentiant  encore  par  rapport  à  a,  on  aura 

d<x3      '         dt2da 
et,  en  changeant  dans  l'équation  (a)  u  en  j  z2  ~  dx,  on  aura 

d  I  z-  -r—  dx       d  (  z3  -.-  dx 
J      dx        _  -  J      dx 

dix  W 

partant 

-,,  d3  fz3  -5—  dx 

d3  u  _        •/       dx 

dâ*  ~"  d~7à  » 
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en  suivant  ce  procédé,  il  est  aisé  de  conclure  généralement 

-,    r     au   .  .,        du  dx        ,     .        du 

An  j   -n  dr  An  -I    ~n  _    An—\    ~n  _ 

d"  u  _       ■'       dx  dx  dt  _  de 

dx"  ~  dtn  dt"-1  dt"-* 

Supposons  maintenant  qu'en  faisant  a  =  oon  ait  x  =  T,  ï  étant 
fonction  de  /;  on  substituera  cette  valeur  dans  z  et  dans  u.  Soient  Z 
et  u  ce  que  deviennent  alors  ces  quantités,  et  l'on  aura,  dans  la  sup- 
position de  a  =  o, 


partant  (art.  I) 


en  sorte  que  l'on  aura,  par  le  même  article, 


„dv        a*  dt  x%  dt 

(A)  «  =  u  +  aZ-r-  -h 


dnu 
dx*  ' 

An 

-*.z 

dtn~ 

.à* 

dt 
-i     ' 

d*~ 

».z* 

du 
dt 

9*-t 

.2.3, 

. .  .n 

dt11-1  ' 

dt       i.2       dt  i.2.3       dt* 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  déterminer  la  fonction  de  /  et  de  a  que  x  repré- 
sente, en  intégrant  l'équation  aux  différences  partielles  -^-  =.z-y 
Pour  cela,  on  observera  que 

.         dx  ,         dx  dx     .  , 

dx  =  -r-  dx  H — —  dtz=z  —  (dt  -t-  z  dx), 
dx  dt  dt 

en  substituant  au  lieu  de  3-  sa  valeur  z  -*-  ;  or  on  a 

dx  dt 


dt  -+-  z  dx  =  dit  -+-  xz)  —  x^r—  dx  ; 

dx 


donc 


_t         àx  j.  .  dz  dx  , 

dx=17d(t  +  xz)-x-^Ttd,y 

Œuvres  de  L.  —  IX.  4» 
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partant 

dx 

dx  — r —  dit -\- olz); 

oz   dx  " 

dx  dt 

d'où  l'on  tire  œ  =  y(t  -f-  as),  <p(*  -4-  as)  étant  une  fonction  arbitraire 
de;  +  as,  en  sorte  que  la  quantité  que  nous  avons  nommée  T  est  ici 
égale  à  y(t).  Toutes  les  fois  donc  que  l'on  aura  entre  œ  et  ex.  une  équa- 
tion de  la  forme  x  =  <p(a  -f-  as),  la  valeur  de  u  sera  donnée,  en  vertu 
de  l'équation  (A),  par  une  suite  ordonnée  suivant  les  puissances  de  a, 
pourvu  qu'après  les  différentiations  on  suppose  t  =  a. 

Si  l'on  a  ç(a  -h  as)  =  a  -f-  as,  on  aura  le  beau  théorème  que  M.  de 
la  Grange  a  trouvé  par  induction  dans  les  Mémoires  de  Berlin  pour 
l'année  1769,  et  si  de  plus  on  suppose  s  =  1,  on  aura  le  théorème  de 
Taylor,  que  nous  avons  démontré  dans  l'article  II. 

En  général,  s'il  existe  entre  x  et  as  une  équation  quelconque,  on  y 
substituera  t  au  lieu  de  as,  et  l'on  en  tirera  la  valeur  de  x  en  t;  si  l'on 
substitue  ensuite  cette  valeur  dans  s  et  dans  u,  pour  en  former  Z 
et  u,  l'équation  (A)  donnera  l'expression  de  u  en  série,  pourvu  que 
l'on  suppose  t  =  o,  après  les  différentiations. 

VIII. 

On  peut  généraliser  le  théorème  de  l'article  précédent  et  l'étendre  à 
un  nombre  quelconque  de  variables;  pour  cela,  considérons  les  deux 

équations 

x  =0  (t  -h  a  z), 

^i  =  ?i('i+ai-5i)> 

s  et  s,  étant  des  fonctions  quelconques  des  quantités  x  etxt,  et  suppo- 
sons qu'il  s'agisse  de  développer  une  fonction  quelconque  u  de  ces 
mêmes  quantités  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
et  aux  produits  de  a  et  de  a,  ;  le  problème  se  réduit  évidemment 
(art.  I)  à  déterminer  le  terme  a"a"'^>ni  de  cette  suite,  et  l'on  a,  par  le 
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même  article, 

d* +".w 


dnu 

dn- 

-i 

„  au 

3-5- 

ôot.n 

dt*-1 

dn+nMi 

— 

dn 
dtn 

âni.zn 

du 

di 

d<xn  doc"^ 

d<x.\> 

dni.z" 

du 
dl 

d 

du 

i .  2 . 3 .  . .  n .  i .  2 . 3 .  .  .  «, 

pourvu  que  l'on  suppose  a  et  a,  égaux  à  zéro,  après  les  différentiations, 
dans  le  second  membre  de  cette  équation;  cela  posé,  en  considérant  u 
comme  fonction  de  x  seul  on  a,  par  l'article  précédent, 


partant 


or  on  a 


docï1  dal' 

pourvu  que  dans  le  résultat  de  la  différentiation  du  second  membre  de 
cette  équation  on  change  z  en  zH;  de  plus,  on  a,  par  l'article  précé- 
dent, 

du du 

on  aura  donc,  en  changeant  z  en  s*  dans  l'expression  de  j-  du  second 
membre  de  l'équation  suivante, 

dn+ntu        dn~x   d**+lu 
dan  dcx'l'  ~  dtn~l  dot.  da.^ 
Présentement,  on  a 

dn'U  _  dn~l  _„  du  __  dn~x    du 
lof*  ~  dtnl'-1~lldTi~~  dtn*-x  dlxl' 

pourvu  que  dans  l'expression  de  j—  du  second  membre  de  cette  équa- 
tion on  change  z,  en  z"';  partant,  on  aura 


dn+niU     _  dadui 

d<xn  da?  "      di"-1^'-1    ' 
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d2  u 
pourvu  que  dans  la  double  différentielle  >   g     on  change  s  en  z"  et 

s,  en  .s"';  si  l'on  y  suppose  ensuite  a  =  o  et  a,  =  o,  on  aura,  toujours 
avec  la  condition  précédente, 


d<x  âa.1 

9n,nx  — 


1.2.3.  .  .«tf**"**.!.*.*..  Ihïdtfr** 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  généralement  que,  si  l'on  a  les  r  équa- 
tions 

x  =  9  (t  H-  ce  z  ), 


s,  r,,  s2,  ...  étant  fonctions  des  r  quantités  x,  xif  x2,  . . .,  et  que  l'on 
propose  de  développer  une  fonction  quelconque  u  de  ces  mêmes  quan- 
tités dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et  aux  pro- 
duits de  a,  a,,  %is  . . .,  si  l'on  nomme  awa"'a^. . .  g„tHltHti„.  le  terme  de 
l'ordre  iu?flj?£?  •  •  •  de  cette  suite,  on  aura 


)m-/i,-Hi»-i-. . .— r 


c'a  da,  6*a2 .  . . 

qn.^n,,...  —    ,  #2.  3...  rt^*-!.!.  2.  3... /ll{^».-».  1.2.  3... /l,^»-1...' 

cV'M 

pourvu  que  dans  la  différentielle  j--t — »= on  change  s  en  zn,  z-, 

en  s£%  s2  en  *J»,  ...,  et  qu'ensuite  on  y  substitue  <p(/)  au  lieu  de  .r, 
©,(/,)  au  lieu  de  x{y  ç2(*2)  au  lieu  de  x2,  . . .;  tout  se  réduit  donc  à 
déterminer  la  valeur  de  cette  différentielle. 

Si  l'on  ne  considère  qu'une  seule  variable  x,  on  aura,  par  l'article 

précédent, 

du  _      du 

partant,  si  l'on  nomme  u  et  Z  ce  que  deviennent  «  et  s  en  y  substi- 
tuant ç(i)  au  lieu  de  x,  on  aura 

—  _  Ôt 

qn~  î.à;3...«<W*«-1' 
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Si  l'on  considère  doux  variables  a;  et  a;,,  on  aura  d'abord 

ou  du 

partant 

ôiu diu         du  dz 

Otx  d<xx       ""  docx  dt       dt  <fa,  ' 
or  on  a 

du  du 

d^-ZldTty 
et,  en  changeant  u  en  z  dans  cette  équation,  on  a 


àz  dz. 

dxx         *  dtx} 

)    "  du 
diu  ^    "*l  dtx       _  du  dz 

docdoci        '       dt        h  "J  ITt  dtx  ' 

d2u  d2u  du  dzx        ■■    du  dz 

dcxdoti  —^"l  dtdtx       ~d~tx  ~dt  +  ~l~dt  dTx' 

En  changeant  z  en  z",  zx  en  z"',  et  nommant  u,  Z,  Z,  ce  que  devien- 
nent u,  z,  zx,  lorsqu'on  y  substitue  ç(0»  ?«(*■)  au  ^eu  de.r,  a,,  on 


dom 


ou 


aura 


*M-.,-*/Z.  Zn    gL  +  n7jn-l  y       **    dZ  à*    «A 

\        '   dtdtx '  dt  dtx         '         '       dtx    dt  J 


q"-"1  i.>a.../»dt*-l.i.3.3...jiftdiç-' 

Si  l'on  considère  trois  variables  x,  ocif  x.2,  l'équation 

d2u  d'il  du  dzx       _  du  dz 

dxdoci  "     *!  dtdti       "d~tx~dt       ~llk  dTx 

donnera,  en  la  différentiant  par  rapport  à  a2, 

/MàM%        ,    à*\ 

à<x<J<xxdtx%       <,~l  dtdtlOoLi~^  Otdtx\    dx^       "l  dctt) 


à3  u  dz  u  d*u  (    dzt  dz 

dtx 

or  on  a 


du  du  dz  dz  dzx  dzx 

doit  ~     '  dtt  doc,  ~   **  dt,  doct        *  dtt 
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d3  ii 


;   en  y  changeant 


d'où  l'on  tirera  facilement  la  valeur  de 

doc  da,  dot*' 

ensuite  s  en  zn,  s,  en  s"1,  z2  en  *J*f  et  nommant  u,  Z,  Z,,  Z2  ce  que 

deviennent  w,  s,  s,,  ^2  lorsqu'on  y  change  x,  a?,,  #2  en  y(t),  ?,(*,), 

?2(*2)»  on  trouvera 


V  «,H|,  «• 


1 . 2 . 3 . . .  «  df1-1. 1 . 2 . 3 . . .  «!  d^'-1. 1 . 2 . 3 ...  «2  di;*-' 

/  d3u 


d*  d^  Ôt , 

d2u 
dtdti 

d2u 


z»  z?«  z;« 


df  d*« 


dZ» 
dZ» 


otiôt2\  dt 


-/z"Z"*      "'     h-Z"'Z"3 
,  V        2    ^2  '     2 

7«  7«i  g  2      _l_  7«i  7«î  r_rL  \ 


-h 


du 
dt 
du 

dty 

du 
dt* 


et  ainsi  de  suite. 


1    %'dtxdtt        x    dt,    dh  ■  dt,    dt, 

r,   *    d-Z"j       nn  dZ*>  dZ"x>       -:   dZ"  dZ? 

Z*  Z"«  Tt-rr  H-  Z*  -rf  37-  +  ZJ»  -j—  -37 

2  d£d£2  df     d£2  ^2     w 

■  7  dtdt,L     dt    dt,  +/J1  <fc,    d* 


IX. 


En  considérant  d'autres  équations  aux  différences  partielles  entre  a?, 
a  et  t,  on  pourrait,  par  la  méthode  de  l'article  VII,  développer  en  série 
une  fonction  quelconque  u  de  x,  et  l'on  trouverait  ainsi  une  infinité 
d'équations  très  générales  entre  x  et  a,  pour  lesquelles  ce  développe- 
ment serait  possible;  mais  on  serait  encore  bien  éloigné  d'avoir  la  so- 
lution du  problème  général  dans  lequel  on  se  propose  de  développer 
en  série  une  fonction  quelconque  de  x  et  de  a,  quelle  que  soit  l'équa- 
tion qui  donne  x  en  a,  pourvu  que  la  série  qui  en  résulte  ne  renferme 
que  des  puissances  positives  et  entières  de  a.  Voici,  pour  le  résoudre, 
un  théorème  qui,  par  sa  généralité  et  par  sa  simplicité,  peut  mériter 
l'attention  des  analystes. 
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Soit  <p(a?,  a)  =  o  l'équation  proposée  entre  x  et  a,  et  u  la  fonction 
de  a?  et  de  a  qu'il  s'agit  de  réduire  en  série;  on  commencera  d'abord 
par  résoudre  l'équation  <p(o?,  o)  =  o,  dans  laquelle  se  change  la  pro- 
posée lorsqu'on  y  suppose  a  =  o,  et  l'on  aura  différentes  racines  qui 
donneront  autant  de  séries  dans  lesquelles  u  pourra  être  développé. 
Soit  x  —  a  =  o  une  de  ces  racines;  la  quantité  y(x,  o)  aura  donc  pour 
facteur  une  puissance  positive  de  x  —  a,  que  je  suppose  égale  à  i.  Cela 
posé,  si  l'on  nomme  ccnqn  le  terme  de  l'ordre  a"  de  l'expression  de  // 
réduite  en  série  lorsqu'on  fait  usage  de  la  racine  x  —  a  =  o,  on  aura 

*•«      „.  .1,      Jn[Èlo^x'^]\ 

- —  d*-1  )(x  —  a)n — fa s J 

d(xn.  (v  ;         1.2.6. .  .ndoc'1       J 

<Jn~  i.2.3... a  I.2.3.  ..(n  —  i)iàx»-1  ' 

en  observant  dans  le  second  membre  de  cette  équation  :  i°  de  consi- 
dérer les  deux  variables  x  et  a  comme  indépendantes;  2°  de  supposer 
a  =  o  après  les  différentiations  relatives  à  a,  et  x  =  a  après  toutes  les 
difFérentiations. 

Soit,  par  exemple, 

o(x,  a)=z  x  —  a  —  <xz, 

z  étant  fonction  de  x,  et  supposons  u  fonction  de  x  sans  a;  on  trou- 
vera facilement,  en  supposant  a  =  o  après  les  différentiations, 

->„  du ,     /  v  o      /         x   „  au 

ân  -T-  log(a?  —  a  —  oez)  i  .2.3. .  An  —  i)zn  -T- 

ax  dx 


d<xn  (x  —  a)'1 

—  t 

dot. 


De  plus,  on  a  -*-  =  o  et  •==  i,  partant 


du 

An—l ~n 

U  m     "5 

ax 
ce  qui  est  conforme  à  ce  qu'on  a  vu  dans  l'article  VII. 
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MÉMOIRE 

SUR    LA 

PRÉCESSION   DES  ÉQUINOXES(. 


Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1777;  1780. 


I. 

La  Terre  se  meut  à  très  peu  près  d'une  manière  uniforme  autour 
d'un  de  ses  axes  principaux  de  rotation;  mais,  cette  planète  n'étant 
pas  exactement  sphérique,  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  produit 
dans  son  mouvement  sur  elle-même,  et  dans  la  position  de  son  axe,  de 
légères  variétés  dont  la  partie  la  plus  sensible  a  été  observée  sous  les 
noms  de  précession  des  équinoxes  et  de  nutalion  de  l'axe  terrestre.  D'il- 
lustres géomètres  ont  soumis  ce  phénomène  à  l'analyse,  dans  le  cas  où 
la  Terre  serait  entièrement  solide,  en  supposant  d'ailleurs  une  diffé- 
rence quelconque  très  petite  dans  les  moments  d'inertie  par  rapport  à 
ses  trois  axes  principaux,  et  il  est  remarquable  que  l'on  retrouve  con- 
stamment les  mêmes  lois  de  précession  et  de  nutation,  quelle  que  soit 
cette  différence;  mais  il  se  présente  ici  une  question  bien  importante 
à  résoudre  et  qui  consiste  à  savoir  si  ces  lois  subsistent  encore  dans  le 
cas  de  la  nature,  où  l'Océan  recouvre  une  grande  partie  de  la  surface 
du  globe. 

Les  eaux  de  la  mer  cédant,  en  vertu  de  leur  fluidité,  aux  attractions 
du  Soleil  et  de  la  Lune,  il  semble  au  premier  coup  d'œil  que  leur  réac- 
tion ne  peut  influer  sur  les  mouvements  de  l'axe  de  la  Terre;  aussi 
voyons-nous  qu'elle  a  été  entièrement  négligée  par  tous  ceux  qui,  jus- 

(!)  Lu  le  18  août  1779. 
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qu'à  présent,  se  sont  occupés  de  cet  objet  :  ils  sont  même  partis  de  là 
pour  concilier  les  quantités  observées  de  la  précession  et  de  la  nuta- 
tion  avec  les  mesures  des  degrés  terrestres,  ce  qui  paraît  en  effet 
impossible  lorsqu'on  regarde  la  Terre  comme  un  ellipsoïde  de  révo- 
lution entièrement  solide. 

Cependant  un  plus  profond  examen  de  cette  matière  nous  montre 
que  la  fluidité  des  eaux  n'est  pas  une  raison  suffisante  pour  négliger 
leur  effet  sur  la  précession  des  équinoxes;  car  si,  d'un  côté,  elles 
obéissent  à  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune,  d'un  autre  côté  la  pesan- 
teur les  ramène  sans  cesse  vers  l'état  de  l'équilibre  et  ne  leur  permet 
de  faire  que  de  très  petites  oscillations  :  il  est  donc  possible  que,  par 
leur  attraction  et  leur  pression  sur  le  sphéroïde  qu'elles  recouvrent, 
elles  communiquent  au  moins  en  partie  à  l'axe  de  la  Terre  les  mou- 
vements qu'il  en  recevrait  si  elles  venaient  à  se  consolider.  On  peut 
d'ailleurs  s'assurer  par  un  raisonnement  fort  simple  que  leur  réaction 
est  du  même  ordre  que  l'action  directe  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  la 
partie  solide  de  la  Terre. 

Imaginons  pour  cela  que  cette  planète  soit  homogène  et  de  même 
densité  que  la  mer;  supposons,  de  plus,  que  les  eaux  prennent  à 
chaque  instant  la  figure  qui  convient  à  l'équilibre  de  toutes  les  forces 
qui  les  animent  et  voyons  quel  doit  être  l'effet  de  leur  réaction  dans  ces 
deux  hypothèses.  Il  en  résulte  que,  si  l'on  supposait  la  Terre  devenir 
tout  à  coup  entièrement  fluide,  elle  conserverait  toujours  la  même 
figure,  et  le  fluide  renfermé  dans  un  canal  quelconque  rentrant  en 
lui-même  et  pris  dans  son  intérieur  resterait  en  repos;  il  ne  pourrait 
donc  y  avoir  aucune  tendance  au  mouvement  dans  l'axe  de  rotation; 
or  il  est  visible  que  cela  doit  encore  subsister  dans  le  cas  où  une  partie 
de  cette  masse  formerait,  en  se  consolidant,  le  sphéroïde  que  recouvre 
la  mer.  Les  hypothèses  précédentes  servent  de  fondement  aux  théories 
de  Newton  sur  la  figure  de  la  Terre  et  sur  le  reflux  de  la  mer,  et  il  est 
assez  remarquable  que,  dans  le  nombre  infini  de  celles  que  l'on  peut 
faire  sur  les  mêmes  objets,  ce  grand  géomètre  en  ait  choisi  deux  qui 
ne  donnent  ni  précession,  ni  nutation,  la  réaction  des  eaux  détruisant 
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alors  l'effet  direct  de  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  sphéroïde 
terrestre,  quelle  que  soit  la  figure;  il  est  vrai  que  ces  hypothèses,  <  i 
surtout  la  dernière,  sont  peu  conformes  à  la  nature;  mais  on  voit  a 
priori  que  l'effet  de  la  réaction  des  eaux,  quoique  différent  de  celui 
qui  a  lieu  dans  les  suppositions  de  Newton,  est  cependant  du  même 
ordre.  Les  recherches  que  j'ai  faites  sur  les  oscillations  de  la  mer  et 
de  l'atmosphère  m'ont  fourni  le  moyen  de  le  déterminer  dans  les  véri- 
tables hypothèses  de  la  nature,  et  j'ai  trouvé  qu'il  ne  changeait  rien 
aux  lois  connues  de  la  précession  et  de  la  nutation,  mais  qu'il  pouvait 
influer  très  sensiblement  sur  la  quantité  de  ce  phénomène.  Toutes  les 
oscillations  de  la  mer  ne  concourent  pas  à  cet  effet;  la  partie  de  ces 
oscillations  dont  il  dépend  est  celle  qui  produit  la  différence  des  deux 
marées  d'un  même  jour;  et  quoique,  dans  le  cas  général  où  la  Terre  est 
un  sphéroïde  quelconque  de  révolution  recouvert  par  la  mer,  il  soit 
presque  impossible  de  la  déterminer,  il  est  aisé  d'y  parvenir  lorsque 
la  figure  du  méridien  est  une  ellipse,  et  l'on  peut  facilement  en  con- 
clure la  véritable  quantité  de  la  précession  et  de  la  nutation  en  faisant 
entrer  dans  le  calcul  la  réaction  des  eaux.  Les  formules  que  j'ai  trou- 
vées dans  ce  cas  particulier  font  sentir  d'une  manière  incontestable  la 
nécessité  d'y  avoir  égard;  mais  il  en  résulte  que,  la  différence  de  deux 
marées  consécutives  étant  presque  nulle,  suivant  les  observations, 
l'effet  de  cette  réaction  doit  être  insensible,  et  qu'il  ne  peut  servir  à 
concilier  les  mesures  des  degrés  terrestres  avec  les  quantités  obser- 
vées de  la  précession  et  de  la  nutation,  ce  qui  serait  encore  vrai  quand 
on  le  supposerait  très  considérable  ;  car  j'ai  fait  voir,  dans  les  recherches 
citées,  que  l'ellipticité  de  la  Terre  entière  que  l'on  conclut  des  obser- 
vations sur  les  mouvements  de  son  axe  est  indépendante  de  tout  ce 
qui  a  rapport  au  fluide  {voir  les  Mémoires  de  V Académie,  année  1776, 
p.  257)  (').  Ce  dernier  résultat  m'a  conduit  au  théorème  suivant,  qui 
peut  mériter  l'attention  des  géomètres. 

Si  l'on  suppose  que  la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution  recouvert  par 
0)  Œuvres  de  Laplace,  T.  IX,  p.  269. 
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la  mer,  la  fluidité  des  eaux  ne  nuit  en  rien  à  l'effet  des  attractions  du 
Soleil  et  de  la  Lune  sur  la  précession  et  la  nutation,  en  sorte  que  cet  effet 
est  entièrement  le  même  que  si  la  mer  formait  une  masse  solide  avec  la 
Terre. 

Il  est  naturel  de  penser  que  ce  théorème  n'est  pas  borné  à  la  seule 
supposition  de  l'ellipticité  du  sphéroïde  terrestre,  et  qu'il  a  générale- 
ment lieu,  quelle  que  soit  la  figure  de  ce  sphéroïde;  mais  il  paraît 
presque  impossible  de  le  démontrer  par  la  méthode  dont  j'ai  fait  usage, 
à  cause  de  la  difficulté  de  déterminer  généralement  la  partie  des  oscil- 
lations de  la  mer  qui  influe  sur  la  précession  des  équinoxes;  j'y  suis 
heureusement  parvenu  par  une  méthode  nouvelle  et  très  simple,  entiè- 
rement indépendante  de  cette  détermination,  et  qui  d'ailleurs  a  l'avan- 
tage de  s'étendre  au  cas  de  la  nature,  dans  lequel,  aux  irrégularités 
de  la  figure  et  de  la  profondeur  de  la  mer,  se  joignent  une  infinité 
d'obstacles  qui  en  altèrent  les  oscillations.  C'est  le  développement  de 
cette  méthode  qui  fait  l'objet  de  ce  Mémoire;  mais,  avant  que  de  l'ex- 
poser, je  vais  démontrer  le  théorème  précédent  par  mes  formules,  dans 
le  cas  de  l'ellipticité  de  la  Terre. 

II. 

Soient 

q'  l'ellipticité  du  sphéroïde  que  la  mer  recouvre  ; 

q  ■+-  q'  celle  de  la  Terre  entière; 

A(,)  sa  densité  moyenne  ; 

A  celle  des  eaux; 

£  l'ellipticité  de  la  couche  de  niveau  du  sphéroïde  terrestre  dont  le 

demi  petit  axe  est  r; 
R  la  densité  de  cette  couche; 

—  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur  à  l'équateur. 

ô 

Soient  de  plus 

p  la  précession  des  équinoxes,  lorsqu'on  a  égard  à  la  réaction  des  eaux  ; 
p'  cette  même  précession,  lorsqu'on  n'y  a  aucun  égard; 
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on  aura  (voir  les  Mémoires  de  l'Académie,  année  1776,  p.  253)  (') 

p  (*q  -j)f*d{Sr*)-*àqç' 


HShj\f^rt) 


Si  l'on  nomme  ensuite  p"  la  précession  des  équinoxes,  lorsque  l'on 
considère  la  mer  comme  formant  une  masse  solide  avec  la  Terre,  il 
est  facile  de  s'assurer,  par  l'endroit  cité,  que  l'on  a 

pn        ÙLq-\-  f*Rd(Gr*) 
P'  "        J'Rd(§rs)      ' 

ainsi,  pour  faire  voir  que  p"  =  p,  il  suffît  de  prouver  que 

A<7+/Rrf(êr5)         (27~  |- j/R </(€/•«)  — a A^' 

On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme  suivante 

(?  +  ?')(ioA<l>—  6A)=6  fRtf(6r6)  — 6A?'-+-  —  A<». 

J  S 

Or  cette  dernière  équation  est  la  même  que  l'équation  (36)  dé  la 
page  257  (2)  des  Mémoires  cités  et  résulte  de  l'équilibre  des  eaux  de 
la  mer. 

Voici  maintenant  la  méthode  que  j'ai  annoncée  dans  l'article  précé- 
dent, et  qui,  comme  on  va  le  voir,  n'est  limitée  par  aucune  supposition 
sur  la  figure  de  la  Terre. 

III. 

C'est  un  principe  général  de  Dynamique,  facile  à  démontrer,  que,  si 
l'on  projette  sur  un  plan  fixe  chaque  molécule  d'un  système  de  corps 
qui  réagissent  les  uns  sur  les  autres  d'une  manière  quelconque;  si,  de 
plus,  on  mène  de  ces  projections  à  un  point  fixe  sur  le  plan  des  lignes 

(»)  Œuvres  de  Laplace,  T.  IX,  p.  a64. 
(»)  Ibid.,  p.  a69. 
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que  nous  nommerons  rayons  vecteurs,  la  somme  des  produits  de  chaque 
molécule  par  l'aire  que  décrit  son  rayon  vecteur  est  proportionnelle  au 
temps,  en  sorte  que,  si  l'on  nomme  A  cette  somme  et  t  le  temps,  on 
aura  A  =  ht,  h  étant  un  coefficient  constant. 

Ce  principe,  dont  nous  sommes  redevables  à  M.  le  chevalier  d'Arci, 
a  dans  la  question  présente  un  grand  avantage  sur  les  autres  principes 
du  même  genre,  tels  que  ceux  de  la  conservation  des  forces  vives  et 
de  la  moindre  action,  en  ce  que  ces  derniers  supposent  que  les  chan- 
gements qui  arrivent  dans  le  système  se  font  par  des  nuances  insen- 
sibles et  qu'il  n'y  a  point  de  passage  brusque  d'un  état  à  un  autre;  au 
lieu  que  le  premier  est  également  vrai,  dans  le  cas  où  il  y  aurait  de 
semblables  passages,  et  c'est  ce  qui  arrive  sur  la  Terre,  où  les  oscilla- 
tions des  eaux  qui  la  recouvrent  en  grande  partie  sont  altérées  par  le 
frottement  du  fond  de  la  mer  et  par  la  résistance  des  rivages. 

Si  le  système  est  soumis  à  l'action  de  forces  étrangères,  A  ne  sera 
plus  proportionnel  au  temps  t,  et  par  conséquent  l'élément  dt  du  temps 
étant  supposé  constant,  la  valeur  de  dk  ne  sera  plus  constante;  pour 
déterminer  sa  variation,  on  supposera  que  toutes  les  molécules  du 
système  sont  en  repos  et  on  les  considérera  comme  étant  isolées;  on 
fera  ensuite  une  somme  de  tous  les  produits  de  chaque  molécule  par 
l'aire  que  décrirait  son  rayon  vecteur,  dans  l'instant  dt,  en  vertu  des 
forces  extérieures  qui  la  sollicitent,  et  cette  somme  sera  égale  à  d2A; 
car  il  résulte  du  principe  que  nous  venons  d'exposer  que  la  réaction 
des  différents  corps  du  système  ne  doit  rien  changer  à  cette  valeur 
ded2A. 

Concevons,  cela  posé,  une  masse  en  partie  fluide  et  qui  tourne 
autour  d'un  axe  quelconque;  supposons  qu'elle  vienne  à  être  sollicitée 
par  des  forces  attractives  infiniment  petites  de  l'ordre  a  et  qui  laissent 
en  repos  son  centre  d'inertie;  si  l'on  fait  passer  par  ce  centre  un  plan 
fixe  que  nous  prendrons  pour  plan  de  projection  et  que  l'on  fasse 
partir  de  ce  même  point  les  rayons  vecteurs  des  différentes  molé- 
cules; la  somme  des  produits  de  chaque  molécule  par  l'aire  qu'aura 
décrite  son  rayon  vecteur  sera,  aux  quantités  près  de  l'ordre  a2,  la  même 
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que  si  la  masse  eût  été  entièrement  solide.  Pour  le  faire  voir,  il  suffit 
de  prouver  que  la  valeur  de  d2k  sera  la  même  dans  la  supposition  <l<- 
la  masse  en  partie  fluide  et  dans  celle  de  la  masse  entièrement  solide; 
or,  si  l'on  considère  qu'après  un  temps  quelconque  la  figure  de  la 
masse  et  la  manière  dont  elle  se  présente  à  l'action  des  forces  attrac- 
tives ne  peuvent  différer  dans  ces  deux  hypothèses  que  de  quantité 
de  l'ordre  a;  si  l'on  se  rappelle  d'ailleurs  que  ces  forces  ne  sont  elles- 
mêmes  que  de  l'ordre  a,  il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  différence 
des  valeurs  de  d2A,  dans  ces  mêmes  hypothèses,  ne  peut  être  que 
de  l'ordre  a2,  et  qu'ainsi  en  négligeant  les  quantités  de  cet  ordre 
on  pourra  supposer  nulle  la  différence  des  valeurs  correspondantes 


,    dA 

de*T 


IV. 


Imaginons  présentement  que  la  masse  dont  nous  venons  de  parler 
soit  la  Terre  elle-même,  que  nous  regarderons  d'abord  comme  un  sphé- 
roïde de  révolution  très  peu  différent  d'une  sphère  et  recouvert  d'un 
fluide  de  peu  de  profondeur  :  l'action  du  Soleil  et  de  la  Lune  excitera 
dans  le  fluide  des  oscillations  et  des  mouvements  dans  le  sphéroïde; 
mais  ces  mouvements  et  ces  oscillations  doivent,  par  ce  qui  précède, 
être  tellement  combinés  que,  après  un  temps  quelconque,  la  valeur 

de  -y-  qui  en  résulte  soit  la  même  que  si  la  Terre  eût  été  entièrement 

solide.  Cherchons  d'abord  cette  valeur  dans  cette  dernière  supposition. 
Pour  cela,  soient,  à  l'origine  du  mouvement, 

e  l'inclinaison  de  l'axe  réel  de  rotation  au-dessus  d'un  plan  fixe  que 

nous  supposerons  être  celui  de  l'écliptique; 
<p  l'angle  que  forme  l'intersection  de  ce  plan  et  de  l'équateur  avec 

une  droite  invariable  prise  sur  le  plan  de  l'écliptique  et  qui  passe 

par  le  centre  d'inertie  de  la  Terre; 
ni  le  mouvement  de  rotation  de  cette  planète; 

il  est  clair  que  tous  les  changements  qui  arriveront  dans  le  mouve- 
ment du  sphéroïde  après  le  temps  t  se  réduisent  aux  variations  de  e, 

OEuvres  de  L.  —  IX.  44 
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9  et  n.  Supposons  conséquemment  que,  après  ce  temps,  s  se  change 
en  e  -h  a  Se,  9  en  9  -t-  a  89  et  n  en  /*  -+-  a.  $n;  on  sait,  par  la  théorie 
de  la  précession  des  équinoxes,  que  les  seuls  termes  auxquels  il  soit 
nécessaire  d'avoir  égard  sont  ceux  qui  croissent  proportionnellement 
au  temps  ou  ceux  qui,  étant  périodiques,  sont  multipliés  par  des 
sinus  ou  des  cosinus  d'angles  croissant  très  lentement  et  divisés  par 
les  coefficients  du  temps  t  dans  ces  angles  :  de  là  vient  que,  parmi  les 
termes  périodiques  qui  entrent  dans  les  formules  de  la  précession  et 
de  la  nutation,  il  n'y  a  de  sensibles  que  ceux  qui  dépendent  du  mou- 
vement des  nœuds  de  l'orbite  lunaire.  On  peut  donc,  en  n'ayant  égard 
qu'à  ces  termes,  supposer  Se,  S9  et  Bn  constants  pendant  un  très  petit 
intervalle,  comme  celui  d'un  jour,  et  qu'ils  ne  changent  que  d'un  jour 
à  l'autre. 

Concevons  maintenant  que  le  plan  fixe  sur  lequel  on  projette  les 
mouvements  des  molécules  de  la  Terre  passe  par  son  centre  et  forme 
l'angle  6  avec  l'écliptique,  et  que  l'intersection  de  ces  deux  plans 
forme  l'angle  vs  avec  la  droite  invariable  d'où  nous  faisons  commencer 
l'angle  9;  on  aura  durant  le  premier  jour  et  en  supposant  e,  9  et  n 
constants 

M  étant  fonction  de  s,  9,  n  et  des  quantités  G  et  zs  qui  déterminent  la 
position  du  plan  de  projection.  Après  un  nombre  quelconque  de  jours, 

cette  valeur  de  -rr  ne  sera  plus  égale  à  M;  mais  il  est  visible  qu'elle 

sera  pareille  fonction  de  9  -h  a&p,  £  -+-  a  Se  et  n  -h  a  S/z,  que  M  l'est 

de  9,  £  et  n;  si  donc  on  désigne  par  a  S -.-  la  variation  de  -je  après  un 

temps  quelconque,  on  aura,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a2, 

.d\         .    ÔM         1  dM         ,    àM 

oc  à  -y-  =  ac  00  -r — \-  a  os h  a  on  -s — 

cil  T  00  ôs  on 

Quoique  la  connaissance  de  M  ne  soit  pas  nécessaire,  nous  allons 
cependant,  pour  plus  de  clarté,  le  déterminer;  on  peut,  dans  ce 
calcul,  regarder  sans  erreur  sensible  la  Terre  comme  une  sphère. 
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Soient  donc  2H  la  somme  des  produits  de  chaque  molécule  de  cette 

sphère  par  le  carré  de  sa  distance  à  l'axe  de  rotation  et  '\>  l'inclinaison 

du  plan  de  projection  sur  l'équateur  terrestre;  il  est  aisé  de  voir  que 

Ton  aura 

M  =  wHcos^; 

or  on  trouvera  facilement,  par  les  formules  de  la  Trigonométrie  sphé- 

rique, 

cos^1  —  cosôsine  -+-  sinfleose  cos(ra  —  9); 


dk 


l'expression  précédente  de  aS  -y-  deviendra  ains 


a8-p  —  anH|<5<p  sinôcose  sin(ni  —  9) 
(l)  ■+-  «3e[cos9cose  —  sinôsine  cos(gt  —  9)]  j 

-+-  aH<5/*[cos#sine  -+-  sin0coss  cos(nr  —  9)]. 

Cherchons  présentement  l'expression  de  cette  quantité,  dans  le  cas  où 
la  Terre  est  un  sphéroïde  recouvert  d'un  fluide  de  peu  de  profondeur. 
Soient  Sep',  Se'  et  Bn'  les  variations  de  <p,  e  et  n,  relativement  au 
sphéroïde,  en  ne  conservant  dans  l'expression  de  ces  variations  que 
les  termes  ou  proportionnels  au  temps,  ou  multipliés  par  des  sinus  et 
des  cosinus  d'angles  croissant  très  lentement  et  divisés  par  le  coeffi- 
cient du  temps  dans  ces  angles;  il  est  clair,  par  ce  qui  précède,  qu'il 

en  résulte  dans  la  valeur  de  -,-  une  variation  à  très  peu  près  égale  à 

anHJ&p'sinOcose  sin(T»y  —  9)  ■+■  <5s'[cos0cose  —  sinôsine  cos(gj  —  9)]| 
-+-  aH  <3/*'[cosôsin£  -+-  sinfleose  cos(cj  —  9)], 

le  peu  de  profondeur  du  fluide  permettant  de  regarder  2H  comme 
représentant  encore  le  produit  de  chaque  molécule  du  sphéroïde  par 
le  carré  de  sa  distance  à  l'axe  de  rotation.  Pour  avoir  la  variation 
totale  de  -r-,  il  faut  ajouter  à  la  variation  précédente  celle  qui  résulte 
du  mouvement  du  fluide  et  que  nous  désignerons  par  a  SL ;  or  on  a  vu 
ci-dessus  que  la  variation  entière  de  -j-  est  égale  à  celle  que  donne 
l'équation  (1)  et  qui  aurait  lieu  si  le  fluide  qui  recouvre  la  Terre  for- 
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mait  une  masse  solide  avec  elle;  on  aura  donc,  en  égalant  ces  deux 
variations, 

/  o  =  a/iHJ      (<5<p'—  <5cp)  sin0cosssin(cr — cp) 
(2)    <  -h  (8e'  —  ôs)  [costfcose  —  sinôsine  cos(nr  —  9)]  j 

+  ocli(§n'—  dn)  [cosôsins  -+-  sinôcose  cos(rn  —  cp)]  4-  <x  dL. 


Les  seuls  termes  de  l'expression  de  a&L  auxquels  il  faille  avoir 
égard  sont  ceux  qui  sont  proportionnels  au  temps  ou  qui  renferment 
des  sinus  et  des  cosinus  d'angles  croissant  très  lentement  et  divisés 
par  le  coefficient  du  temps  dans  ces  angles;  et,  si  l'on  parvenait  à  les 
connaître,  l'équation  précédente  étant  vraie,  quels  que  soient  G  et  gj, 
donnerait  les  valeurs  de  £cp',  Se'  et  &n'  en  fonctions  de  ces  termes  et 
des  quantités  Sep,  Bz  et  Sn,  qu'il  est  toujours  facile  de  déterminer  par 
les  méthodes  connues.  Il  est  visible  que,  dans  le  calcul  de  ces  termes 
de  aSL,  on  peut  supposer  nulles  les  variations  du  mouvement  du 
sphéroïde  terrestre,  parce  que  les  petites  quantités  qui  en  résultent 
dans  a$L  sont,  par  rapport  à  ces  variations,  du  même  ordre  que  le 
rapport  de  la  masse  du  fluide  à  celle  du  sphéroïde.  On  peut  ensuite, 
dans  le  calcul  des  attractions  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  la  mer, 
négliger  la  partie  de  ces  attractions,  dont  la  résultante  passe  par  le 
centre  du  sphéroïde  et  qui  tiendrait,  par  conséquent,  les  eaux  en 
équilibre  autour  de  ce  centre,  si  elles  venaient  à  se  consolider;  car 

il  est  clair  que,  en  vertu  de  cette  force,  la  variation  de  -3-  serait  nulle 

dans  cette  hypothèse,  et,  par  ce  qui  précède,  l'état  de  fluidité  de  la  mer 
ne  peut  influer  sur  cette  variation.  Quant  à  l'autre  partie  des  attrac- 
tions solaire  et  lunaire,  il  suit  de  mes  recherches  sur  le  flux  et  le 
reflux  de  la  mer,  que  c'est  d'elle  seule  dont  dépend  la  différence  des 
marées  d'un  même  jour  (voir  les  Mémoires  de  V Académie,  année  1775, 
p.  i63,  et  année  1776,  p.  196)  (');  or,  sans  être  en  état  de  déterminer 

(')  OEuvres  de  Laplace,  t.  IX,  p.  i63  et  p.  207. 
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1rs  oscillations  qui  en  résultent,  pour  toutes  les  hypothèses  de  pro- 
fondeur et  de  densité  de  la  mer,  on  voit  cependant  très  clairement 
que  les  quantités  qui  déterminent  ces  oscillations  ne  renferment  ni 
termes  proportionnels  au  temps,  ni  sinus  ou  cosinus  d'angles  crois- 
sant très  lentement  et  divisés  par  le  coefficient  du  temps  dans  ces 
angles  :  donc,  si  l'on  désigne  par  ce,  y,  z  les  trois  coordonnées  rec- 
tangles qui  déterminent  la  position  d'une  molécule  fluide  que  nous 
représenterons  par  dm,  au-dessus  du  plan  de  projection;  x,  y,  z, 

ainsi  que  —•>  -~->  t-i  ne  renfermeront  aucun  terme  semblable,  et 

cela  sera  encore  vrai  de  la  différentielle  x  y     • —   dm  et  de  son 

ctt 

intégrale    /  dm  —  y  ~y  x  étendue  à  toute  la  masse  fluide  :  or,  cette 

intégrale  représentant  la  partie  de  -r-  qui  est  relative  au  fluide,  il  en 

résulte  que  sa  variation  aSL  ne  renferme  aucun  terme  de  la  nature 
de  ceux  dont  il  s'agit.  On  peut  donc  effacer  aSL  de  l'équation  (2)  de 
l'article  précédent,  ce  qui  la  réduit  à  celle-ci 

!orz;      n((5cp' —  Ô9)  sin9cosesin(cr  —  <p) 
-h  «(<5e'  —  <5e  )  [cosflcose  —  sinflsine  cos(gj  —  9)] 
-h     (8n' —  8n)  [cosQ  sine  -h  sinB  cose  cos(nr  —  9)]. 

Cette  équation  ayant  lieu,  quels  que  soient  6  et  u,  nous  pouvons  y 
supposer  d'abord  vs  =  <p  et  6  =  900—  e;  elle  donnera 

8n' —  dn  =  o         ou         on'  =  8n, 

ce  qui  change  l'équation  (3)  dans  la  suivante 


(4) 


0=  (8y'  —8<o)  sinôcose  sin(nj  —  9) 

H-  (8e' —  8e)  [cosScose  —  sin#sine  cos(gj  —  9)]. 


En  supposant  dans  cette  dernière  équation  ô  =  o,  on  aura 

o  =  8e'—8e        ou        &'=&, 
et  l'équation  (4)  devient 

o  —  (Ô9'—  «59)  sinôcose  sin(ro  —  9). 
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Partant,  &p'  =  §a>;  on  aura  donc  les  trois  équations 

<5cp'=r<5cp,         Ô£'=ôe         et        èn'^=èn; 

d'où  il  suit  que  les  variations  du  mouvement  du  sphéroïde  terrestre 
recouvert  d'un  fluide  sont  les  mêmes  que  si  la  mer  formait  une  masse 
solide  avec  la  Terre,  et  qu'ainsi  la  précession  et  la  nutation  sont  entiè- 
rement égales  dans  ces  deux  hypothèses. 

VI. 

Quoique  la  démonstration  précédente  soit  fondée  sur  la  supposition 
que  la  Terre  est  un  sphéroïde  de  révolution  recouvert  par  la  mer,  il 
ne  paraît  pas  cependant  impossible  de  l'étendre  au  cas  de  la  nature, 
dans  lequel  la  figure  de  la  Terre  et  la  profondeur  de  la  mer  sont  très 
irrégulières,  et  les  oscillations  des  eaux  sont  altérées  par  un  grand 
nombre  d'obstacles;  car  tout  se  réduit  à  faire  voir  que  a&L  ne  ren- 
ferme alors  ni  terme  proportionnel  au  temps,  ni  sinus  ou  cosinus 
d'angles  croissant  très  lentement  et  divisés  par  le  coefficient  du  temps 
dans  ces  angles.  Cela  paraît  d'abord  incontestable,  relativement  aux 
termes  proportionnels  au  temps;  car  on  voit  a  priori  que  les  oscilla- 
tions de  la  mer,  et  par  conséquent  la  valeur  de  -r-  qui  lui  est  relative, 

seront  les  mêmes  lorsque  les  circonstances  du  mouvement  de  l'astre 
se  retrouveront  entièrement  semblables  :  la  différence,  s'il  y  en  avait 
quelqu'une,  ne  pourrait  venir  que  de  la  position  et  de  la  vitesse  des 
eaux  à  l'origine  du  mouvement;  mais  cette  vitesse  a  dû  être  détruite 
depuis  longtemps  par  toutes  les  résistances  que  la  mer  éprouve,  en 
sorte  qu'il  serait  impossible,  par  l'état  présent  de  son  mouvement,  de 
fixer  cette  origine,  que  l'on  pourrait  supposer  plus  ou  moins  éloignée 
sans  qu'il  en  résultât  aucun  changement  dans  les  oscillations  actuelles 
de  la  mer. 

11  suit  de  là  que,  si  les  éléments  de  l'orbite  de  l'astre  attirant  sont 

invariables,  l'expression  de  -^->   relative  au  fluide.,  ne  renfermera 
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aucun  terme  proportionnel  au  temps,  mais  qu'elle  sera  une  fonction 
de  ces  éléments  et  de  quantités  périodiques  dépendantes  du  mouve- 
ment de  cet  astre  et  de  la  rotation  de  la  Terre  :  cette  fonction  repré- 
senterait  encore  à  très  peu  près  la  valeur  de  -3-»  si  quelqu'un  de  ces 
éléments,  tel  que  la  position  du  nœud  de  l'orbite,  venait  à  varier 
d'une  manière  presque  insensible,  comme  il  arrive  pour  la  Lune;  il 
suffirait  alors  de  regarder  cet  élément  comme  variable,  ce  qui  peut,  h 
la  vérité,  introduire  dans  l'expression  de  a  §L  des  sinus  et  des  cosinus 
de  la  distance  angulaire  du  nœud  de  l'orbite  lunaire  à  Téquinoxe  du 
printemps,  mais  sans  être  divisés  par  le  coefficient  du  temps  dans  cet 
angle,  comme  cela  serait  nécessaire,  pour  qu'elle  pût  influer  sur  la 
précession  et  sur  la  nutation.  Il  est  donc  généralement  vrai  que  de 
quelque  manière  que  les  eaux  réagissent  sur  la  Terre,  soit  par  leur 
attraction,  ou  par  leur  pression,  ou  par  le  frottement  et  la  résistance 
des  côtes,  elles  communiquent  à  l'axe  de  la  Terre  un  mouvement  à 
très  peu  près  égal  à  celui  qu'il  recevrait  de  l'action  directe  du  Soleil 
et  de  la  Lune  sur  la  mer,  si  on  la  supposait  former  une  masse  solide 
avec  la  Terre.  On  peut  comparer  l'effet  des  oscillations  des  eaux  sur  la 
précession  des  équinoxes  à  celui  des  vibrations  insensibles  que  l'ac- 
tion de  la  gravité,  et  généralement  toutes  les  forces  de  la  nature,  exci- 
tent dans  les  corps  même  les  plus  solides  et  qui  ne  les  empêchent  pas 
de  se  mouvoir  comme  s'ils  étaient  parfaitement  durs,  conformément 
au  même  principe  dont  nous  avons  fait  usage  dans  ces  recherches, 
savoir,  que  la  réaction  de  leurs  molécules  les  unes  sur  les  autres  n'al- 
tère point  la  somme  des  produits  de  chaque  molécule  par  l'aire  que 
décrit  son  rayon  vecteur  sur  un  plan  fixe  quelconque. 

VII. 

Considérons  la  Terre  comme  étant  entièrement  solide,  et  reprenons 
l'équation  (1)  de  l'article  IV;  si  l'on  choisit  pour  plan  fixe  celui  de 
l'équateur  terrestre  à  l'origine  du  mouvement,  on  aura 

cr   -  9        et       .  9  —  900  —  s  ; 
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l'équation  (i)  deviendra  donc 


aô— r-  =«H  en, 
dt  ' 


ce  qui  donne,  en  la  différentiant, 

«  <P  A  nJrfft 

aà-rr^ano-r- 
dt*  dt 

Maintenant  il  résulte  de  l'article  III  que  x$-jjï  est  égal  à  la  somme 

des  produits  de  chaque  molécule  par  l'aire  que  son  rayon  vecteur, 
projeté  sur  le  plan  de  l'équateur,  décrirait  dans  l'instant  dt,  en  vertu 
des  attractions  du  Soleil,  de  la  Lune  et  des  planètes  :  or,  sans  prendre 
la  peine  de  calculer  cette  aire,  on  conçoit  aisément  qu'elle  ne  peut 
être  exprimée  que  par  une  suite  de  termes  de  la  forme 

p  $>m(int -h  mt  -\-  E), 

p  et  E  étant  constants,  r  étant  un  nombre  entier  ou  zéro  et  m  étant  nul 
ou  dépendant  du  mouvement  de  l'astre  attirant  dans  son  orbite.  Si  l'on 
suppose  ce  mouvement  extrêmement  petit,  en  sorte  que,  dans  l'inter- 
valle d'un  jour,  on  puisse  regarder  l'astre  comme  immobile,  la  somme 
des  termes  dans  lesquels  r=  o  pourra,  dans  le  même  intervalle,  être 
représentée  par  une  constante  C;  mais  il  est  visible  que,  lorsque  la 
molécule,  par  la  révolution  de  la  Terre  sur  elle-même,  aura  pris  de 
l'autre  côté  du  méridien  de  l'astre  une  situation  semblable  à  celle 

qu'elle  a  dans  le  moment  présent,  la  partie  de  aS-^-  qui  lui  est  rela- 
tive sera  exactement  la  même  avec  une  figure  contraire,  ce  qui  ne 

c\  d*  A 
peut  être,  à  moins  que  l'on  n'ait  C  =  o.  Partant,  aô-ry  ne  renferme 

ni  terme  constant,  ni  sinus  ou  cosinus  d'angles  croissant  très  lente- 
ment, d'où  il  suit  que  aS/i  ne  renferme  point  de  pareils  sinus  ou 
cosinus,  ni  aucuns  termes  proportionnels  au  temps;  le  mouvement 
de  rotation  de  la  Terre  ne  reçoit  donc  point  de  variation  sensible  de 
l'action  des  corps  célestes,  et,  comme  la  valeur  de  a  In  est,  par  ce  qui 
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précède,  encore  la  même  lorsque  la  Terre  est  recouverte  d'un  fluide 
de  peu  de  profondeur,  on  voit  que  l'action  de  ces  différents  corps  sur 
cette  planète  et  sur  les  eaux  qui  la  recouvrent  n'altère  point  l'unifor- 
mité de  son  mouvement  de  rotation. 


VIII, 


Je  terminerai  ces  recherches  par  la  remarque  suivante  sur  l'axe  réel 
de  rotation  de  la  Terre.  La  position  de  cet  axe  dans  l'espace  est, 
comme  on  l'a  vu,  la  même  dans  le  cas  où  la  Terre  est  entièrement 
solide,  et  dans  celui  de  la  nature  où  elle  est  recouverte  en  partie  d'un 
fluide  de  peu  de  profondeur;  mais  sa  situation  par  rapport  à  la  sur- 
face du  globe  est-elle  dans  ces  deux  cas  exactement  semblable? 

Si  l'on  considère  la  Terre  comme  un  sphéroïde  de  révolution  en- 
tièrement solide  ou  recouvert  d'un  fluide,  il  est  facile  de  s'assurer  que 
l'axe  réel  de  rotation  ne  peut  jamais  s'écarter  d'une  quantité  sensible 
de  l'axe  de  figure,  autour  duquel  elle  est  supposée  tourner,  au  moins 
à  très  peu  près,  à  l'origine  du  mouvement;  car,  la  raison  pour  laquelle 
l'axe  réel  de  rotation  s'écarterait  plutôt  à  droite  qu'à  gauche  de  l'axe 
de  figure  ne  pouvant  venir  que  de  la  position  primitive  du  sphéroïde 
par  rapport  à  l'astre,  il  est  visible  que,  en  supposant  le  mouvement  de 
rotation  de  la  Terre  très  rapide  par  rapport  à  celui  de  l'astre,  le  même 
écart  que  l'on  trouve  après  le  temps  t,  à  droite  de  l'axe  primitif,  en 
prenant  pour  origine  du  temps  le  commencement  du  premier  jour, 
doit  se  trouver  à  gauche  après  le  même  temps,  si  l'on  fixe  cette  origine 
au  milieu  du  premier  jour.  L'axe  réel  de  rotation  ne  peut  donc  avoir 
autour  de  l'axe  de  figure  que  des  mouvements  périodiques  et  insen- 
sibles, en  sorte  que  l'on  peut  toujours  supposer  que  ces  deux  axes 
coïncident;  mais  il  n'est  pas  de  la  même  évidence  que  l'on  puisse 
également  confondre  l'axe  réel  de  rotation  de  la  Terre  avec  son  axe 
primitif,  dans  le  cas  où  la  figure  do  cette  planète  et  la  profondeur  de 
la  mer  sont  très  irrégulières.  Il  ne  suffit  pas  alors  pour  l'équilibre 
que  la  direction  de  la  pesanteur  soit  perpendiculaire  à  chaque  point 
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de  la  surface  des  eaux  :  il  faut,  de  plus,  que  les  efforts  de  toutes  les 
molécules  pour  déplacer  l'axe  de  la  Terre  se  balancent  et  se  détruisent 
réciproquement.  Or,  si  ces  deux  conditions  ne  sont  pas  remplies,  si 
la  configuration  du  vaste  bassin  de  la  mer  s'y  refuse,  ne  doit-il  pas  en 
résulter  dans  l'axe  réel  de  rotation  des  mouvements  imperceptibles, 
qui,  réunis  à  ceux  que  produisent  l'action  directe  du  Soleil  et  de  la 
Lune  et  la  réaction  des  eaux,  peuvent  le  faire  successivement  répondre 
à  différents  points  de  la  surface  du  globe  éloignés  les  uns  des  autres, 
et  transporter  ainsi,  après  un  temps  considérable,  le  pôle  dans  d'au- 
tres régions?  N'est-ce  point  à  ces  mouvements  qu'il  faut  attribuer  les 
déplacements  presque  insensibles  que  l'on  observe  dans  la  masse  des 
eaux?  Ces  questions  me  semblent  mériter,  par  leur  importance  et  leur 
extrême  difficulté,  l'attention  des  géomètres. 
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Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1777;  1780. 


I. 

Rien  ne  fait  autant  d'honneur  à  l'esprit  humain  que  la  découverte  de 
la  gravitation  universelle  et  l'application  heureuse  que  l'on  a  su  faire 
de  l'Analyse  au  système  du  monde;  mais,  si  l'Astronomie  physique, 
en  donnant  l'explication  des  plus  grands  phénomènes  de  la  nature, 
appuyée  sur  l'observation  et  le  calcul,  est,  de  toutes  les  Sciences 
physico-mathématiques,  celle  qui  doit  intéresser  davantage  les  phi- 
losophes, elle  mérite  encore  plus  l'attention  des  géomètres  par  les 
difficultés  que  l'on  a  eu  à  vaincre  et  par  les  méthodes  qu'il  a  fallu  in- 
venter. Ceux  qui  en  ont  fait  l'objet  de  leurs  recherches  savent  qu'une 
des  principales  difficultés  qu'elle  présente  consiste  à  faire  disparaître 
les  arcs  de  cercle  que  les  méthodes  ordinaires  d'approximation  intro- 
duisent dans  les  intégrales  approchées  des  équations  différentielles 
du  mouvement  des  corps  célestes;  cette  difficulté,  qui  commence  à  se 
faire  sentir  dans  la  théorie  de  la  Lune,  devient  beaucoup  plus  grande 
dans  la  théorie  des  satellites  de  Jupiter  et  dans  celle  des  planètes.  M.  de 
la  Grange  est  le  premier  qui  l'ait  résolue  par  une  méthode  extrême- 
ment ingénieuse;  MM.  d'Alembert  et  le  marquis  de  Condorcet  en  ont 
depuis  trouvé  de  très  belles  solutions.  Enfin,  dans  la  première  Partie 
de  nos  Mémoires  de  1772,  page  65 1  ('),  et  dans  la  seconde  Partie  (a), 

(«)  OEuvres  de  Laplace,  T.  VIII,  p.  36 1. 
(«)  Ibid.,  p.  383. 
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page  267,  j'ai  donné  pour  le  même  objet  une  nouvelle  méthode  fondée 
sur  la  variation  des  constantes  arbitraires.  En  y  réfléchissant  de  nou- 
veau, il  m'a  paru  que  cette  manière  de  faire  varier  les  arbitraires  pou- 
vait être  d'un  grand  usage  dans  l'Analyse,  et  que,  relativement  aux 
arcs  de  cercle  qui  entrent  dans  les  intégrales  approchées  des  équa- 
tions différentielles  qui  n'en  renferment  point  elles-mêmes,  elle  don- 
nait le  moyen  le  plus  direct  et  le  plus  général  de  les  faire  disparaître, 
toutes  les  fois  que  cela  est  possible.  Je  me  propose,  dans  ce  Mémoire, 
de  l'exposer  plus  simplement  que  je  ne  l'ai  fait  dans  les  Mémoires 
cités,  et  j'ose  me  flatter  d'y  présenter  aux  géomètres  une  nouvelle 
théorie  de  ce  genre  d'équations  différentielles. 

II. 

Soit  l'équation  différentielle  du  second  ordre 

(A)  o=g+AV  +  T  +  *Y, 

dans  laquelle  dl  est  constant;  T  est  fonction  rationnelle  et  entière  de 
sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissants  proportionnellement  à  t;  a  est 
une  quantité  très  petite,  et  Y  est  fonction  rationnelle  et  entière  de 
sinus  et  de  cosinus  d'angles  croissants  proportionnellement  à  /,  de  g, 
dey  et  de  ses  différences.  Pour  l'intégrer,  soit 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (A)  et  comparant  succes- 
sivement les  termes  sans  a,  ceux  de  l'ordre  a,  ceux  de  l'ordre  a2,  etc., 
on  aura  le  système  suivant  d'équations 

_  d*z 
—  d~F 

_  d'-z' 

~  dt* 

d*z" 


h*z 

■+• 

T, 

h*z' 

'4- 

T', 

h*  s* 

'+ 

r, 
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où  il  est  visible  :  i°  que  T  sera  fonction  de  sinus  et  de  cosinus;  i°  que 
T'  sera  fonction  de  sinus,  de  cosinus  et  de  s;  3°  que  T"  sera  fonction 
de  sinus,  de  cosinus,  de  s  et  de  z',  et  ainsi  de  suite.  Ces  équations 
seront  au  nombre  n  -+- 1  si  l'on  veut  porter  l'approximation  jusqu'aux 
quantités  de  l'ordre  ara,  et  il  sera  facile  de  les  intégrer  par  les  mé- 
thodes ordinaires;  mais,  le  plus  souvent,  il  en  résultera  dans  les  inté- 
grales des  arcs  de  cercle,  qui,  après  un  temps  considérable,  les  ren- 
dront fautives.  C'est  à  se  débarrasser  de  ces  arcs,  lorsque  cela  est 
possible,  que  consiste  la  principale  difficulté  de  ce  genre  d'intégra- 
tions. 

III. 

Pour  éclaircir  ce  que  nous  venons  de  dire,  et  pour  répandre  en 
même  temps  un  plus  grand  jour  sur  ce  qui  va  suivre,  nous  allons 
appliquer  à  un  exemple  particulier  les  méthodes  ordinaires  d'approxi- 
mation. Soit  l'équation  différentielle 

d*y 

(a)  on-^+j  +  am/cosaf, 

dont  on  propose  de  trouver  l'intégrale  approchée  jusqu'aux  quanti w< 

de  l'ordre  a3;  on  fera 

y  =  z  -+-  az'-+-  aPz", 

et  l'on  aura  les  trois  équations 

d*z 

cPz' 

(b)  l  o=  —f-r^r  z'-h  mz  C0S2t, 

ai* 

0  =  —p-r--+-z"-hmz'cos2t. 
atz 

En  les  intégrant,  on  peut  se  contenter  de  satisfaire  aux  deux  dernières 
et  se  dispenser  d'ajouter  des  constantes  arbitraires  à  leurs  intégrales, 
parce  que  la  valeur  de  z  en  renferme  deux,  qui,  se  trouvant  dans  l'ex- 
pression de  y,  la  rendent  complète.  Cela  posé,  la  première  de  ces 


360  MÉMOIRE  SUR  L'INTÉGRATION 

équations  donne,  comme  l'on  sait,  en  l'intégrant, 

z  II  p  sirU  +  q  cos£, 

p  et  q  étant  deux  constantes  arbitraires;  cette  valeur  de  s,  substituée 
dans  la  seconde  équation,  la  change  dans  celle-ci 

d^z'  ,       mp    .  ma 

o  — -— -\- z' -sinf    H Lcost 

dt2  2  2 

mp    .    „  ma        0 

H sin  3 1  +  — —  cos  3 1. 

2  2 

Pour  y  satisfaire,  nous  représenterons  par  A*sin£-t-  B/cos*  la  partie 

de  z'  qui  répond  aux  termes -sin*  et  —  cosï,  A  et  B  étant  des 

coefficients  qu'il  s'agit  de  déterminer;  pour  cela,  on  substituera  cette 
partie  de  l'expression  de  z'  dans  l'équation  différentielle,  et  l'on  trou- 
vera, en  comparant  les  termes  semblables, 

4  4 

Quant  aux  termes  —  sin3*  et  —  cos3/,  nous  observerons  nue,  en 

2  2  ™ 

général,  si  le  terme  Ksin([x/  +  e)  ou  Kcos([/.£  h-  e)  se  rencontre  dans 
l'équation  différentielle  en  z\  et  que  l'on  désigne  par  Msin(fjU  -+- 1) 
ou  Mcos(fx*  -h  e)  la  partie  de  z'  qui  y  répond,  on  aura 

M  =  -i — ; 

fJL2 I 

d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  termes  —  sin3/  et  —  cos3/  pro- 
duisent dans  l'expression  de  z'  la  quantité 

mp    .    _          ma        0 
— —  sin  3  M pf  cos  3 1  ; 

ID  ID 

la  valeur  entière  de  z'  sera  donc 

,  ma      .  mp 

*  = ^  tsmt j-tzost 

4  4 

mp   .  ma        _ 

H ~smZt-\ ^-cos3^. 

ID  i6 
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Cette  valeur,  substituée  dans  la  troisième  des  équations  (b),  donne 


df1 


-H 


—  tsmSt ~-  tcos3t 

m%P  -         W*  ^*7  K 

■+-  -7,—    sin5*H — ~    cos5;. 

32  32 

En  représentant  par 

(kt*-hBt)iint+(Cf*+J)t)CQBt 
la  partie  de  l'expression  de  z"  qui  répond  aux  deux  termes 


/m*q         m*j 
V    8    '+    3a 


•t. 


»  siru    et     -(—=£* ^-jcosf, 


et  en  la  substituant  dans  l'équation  différentielle,  la  comparaison  des 
termes  semblables  donnera 


A-    32    ' 

B-~  "6T"' 

_  m*q 

64 

Si  l'on  représente  ensuite  par 

(M*-+-N)sin 

M 

+  (P/  +  Q)cos3* 

la  partie  de  s"  qui  répond  aux  termes ^/sin3/  et  -  ^^fcos3*, 

on  trouvera 

M  m2  q  _T  3w2p 

64  2Db 

p___^V  p_       3  m'y 

r  ~        64  '  V  ~        256   * 

Enfin  la  partie  de  s"  qui  répond  aux  termes  ~r-^sin5i  et  -*—  cos5/ 
sera,  par  ce  qui  précède, 

mip    .    „         m2 g 

— ~-sin5/  h —cosot; 

768  768 

CKuvres  dr  L.  —  IX.  46 
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la  valeur  entière  de  z"  sera,  par  conséquent, 

z-  ^r2--2?vsm< 

m2/  3      \    .    . 

-64r-4/?jsm3' 

m»/  3     S 

-64V^  +  47JC0S3' 

m2p    .    j,         m2g        l 

H 775-SinOf  H ^-COs5^. 

768  768 

En  rassemblant  ces  trois  valeurs  de  z,  z'  et  z\  on  en  conclura 


y 


sin/ 


(«') 


<xmp  /         '6am\  a? m? a     ~] 

+  w\f{'+!f)-  -irTmît 

oc  m  f    /         3am\        amp   ~|         „ 

+  76-Lni~"T6  7-  T4~T°s3' 

a2  m2/?    .    „  oC~m%q         _ 

H ^^  sin  5  i  h ^r-2-  cos  5  £, 

708  708 

expression  qui,  comme  on  voit,  renferme  des  arcs  de  cercle. 


IV. 

Le  procédé  que  nous  venons  d'exposer  suffit  pour  intégrer  l'équa- 
tion (A)  dans  tous  les  cas  possibles,  et  il  est  aisé  d'en  conclure  que 
l'expression  générale  de  y  aura  la  forme  suivante 


(A') 


y—      (jb  +  A  £-hfi£2-i-  C*3-h. . .)  s'mht 

+  (7  +  Mi  +  N<24-P^+...)cos/îf +  R, 


A,  B,  C,  ...  et  M,  N,  P,  . . .  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières 
de  p,  q>  a,  et  R  étant  une  fonction   rationnelle  et  entière  de  ces 
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mêmes  quantités,  de  l'arc  t  et  de  sinus  et  de  cosinus  autres  que 
s'm/it  et  cosht. 

En  substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation  (A),  qui  ne  ren- 
ferme point  d'arcs  de  cercle,  on  aura  une  équation  identiquement 
nulle,  dans  laquelle,  par  conséquent,  les  termes  semblables  se  détrui- 
ront réciproquement,  de  sorte  que  si,  dans  ceux  qui  renferment  l'arc 
de  cercle  /,  on  change  en  t  —  Q  l'arc  t  qui  n'est  point  enveloppé  sous 
des  sinus  et  des  cosinus,  G  étant  arbitraire,  l'équation  restera  toujours 
identiquement  nulle  :  or  il  est  visible  que  ce  changement  revient  à 
en  faire  un. semblable  dans  l'expression  de  j;  d'où  il  suit  que,  si  l'on 
désigne  par  p  et  q'  deux  constantes  arbitraires,  cette  expression  est 
encore  susceptible  de  cette  forme 


(A') 


y=     [y  +  A'C  —  0)-+-  B'(t-ey-h  C'(t  —  6)3  +  ...]  sin  lu 


A',  B',  C,  . . . ,  M',  N\  P',  ...  étant  ce  que  deviennent  A,  B,  C,  . . . , 
M,  N,  P,  ...  lorsqu'on  y  change  p  et  q  en  p'  et  q\  et  R'  étant  ce  que 
devient  R,  en  vertu  de  ces  changements,  et  en  changeant  de  plus  en 
/  —  Q  les  arcs  de  cercle  /  que  cette  quantité  renferme. 

Quoique  cette  seconde  expression  renferme  l'arbitraire  G  de  plus 
que  la  précédente,  elle  n'est  pas  cependant  plus  générale,  parce  que, 
l'équation  différentielle  (A)  n'étant  que  du-  second  ordre,  son  inté- 
grale complète  ne  doit  renfermer  que  deux  constantes  arbitraires;  il 
est  donc  possible  de  faire  coïncider  ces  deux  valeurs  de  y  :  cette  con- 
sidération va  nous  fournir  le  moyen  d'en  faire  disparaître  les  arcs  de 
cercle.  Pour  cela,  soit 

/  =  y  +  M<  +  N/!+ 

Si  l'on  tire  de  ces  équations,  par  la  méthode  du  retour  des  suites, 
les  valeurs  dep  et  de  q  en//',  q"ett,  et  que,  en  les  substituant  dansR, 
on  forme  une  nouvelle  quantité  R",  l'équation  (A)  deviendra 

(A")  y  =  p"s\nhi  + g8  cos ht -+-  R": 


364  MEMOIRE  SUR  L'INTEGRATION 

p"  et  q"  sont  des  fonctions  de  t  que  nous  représenterons  par  ç(/)  et 

\{t).  La  comparaison  des  équations  (A")  et  (A'")  donnera  ainsi  les 

suivantes  : 

<p(0  =/>'  +  A' (I  -  0)  +  B' (*  -  6)*  +  . . ., 

4,^)— ?'  +  M'(*-0)  +  N'(*-0)2-h.... 
Il  résulte  de  ces  équations  :  i°  que 

//=?(0)  et         g'=^{B); 

2°  que  les  deux  suites 

p'-'t-k'(t-e)-\-W(t~-ey  ■+-... 

et 

?'  +  M'(<-9)+N'(<-8)2  +  ... 

ne  sont  que  le  développement  des  deux  fonctions 

<p(0-H*— 0)     et    vp(0  +  *_ 0) 

en  séries  ordonnées  par  rapport  aux  puissances  de  t  —  0,  de  sorte  que 
l'on  a,  par  la  théorie  des  suites, 

de         '         de    -M' 

partant,  si  l'on  change  dans  ces  équations  ô  en  l,  ce  qui  transforme 
p'  et  g'  en  p"  et  q",  et  que  l'on  désigne  par  A"  et  M"  des  fonctions  de 
p"  et  de  q",  semblables  à  celles  de  A'  et  de  M'  en  p'  et  q',  ou  de  A  et  de 
M  en  p  et  q,  on  aura  les  équations 

^!— A»  dq" -W> 

au  moyen  desquelles  on  déterminera  p"  et  q". 

Pour  ce  qui  regarde  R",  la  comparaison  des  équations  (A")  et  (A'") 
donne  encore  R"  =  R';  or,  si  l'on  suppose  dans  cette  équation  t  =  0, 
p"  et  q''  se  changent  en  p'  et  q'.  De  plus,  les  arcs  de  cercle  t  —  8  dispa- 
raissent de  R';  donc  l'expression  de  R"  devant  être  identiquement  la 
même  que  celle  de  R'  ne  doit  point,  dans  ce  cas  particulier,  renfermer 
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l'arc  G,  ce  qui  ne  peut  être,  à  moins  que,  dans  le  cas  général,  R"  ne 
renferme  point  l'arc  /.  La  substitution  des  valeurs  de  p  et  de  q  en  //', 
q"  et  t  dans  R  en  fait  donc  disparaître  les  arcs  de  cercle;  d'où  il  suit 
que  l'on  aura  la  même  valeur  de  R",  en  ne  tenant  aucun  compte  de  ces 
arcs  dans  les  valeurs  de  R,  p  et  q,  ce  qui  donne 

P=P"       et       q  =  g"; 

partant,  on  formera  R"  de  R,  en  changeant  dans  cette  dernière  quan- 
tité/? et  q  en  p"  et  q"  et  en  effaçant  tous  les  termes  qui  renferment  des 
arcs  de  cercle. 

De  là  résulte  cette  règle  fort  simple  pour  avoir  l'intégrale  appro- 
chée de  l'équation  (A)  sans  arcs  de  cercle,  lorsque  cela  est  possible  : 

Intégrez  les  équations  (B)  par  les  méthodes  ordinaires  et  formez  ainsi 
l'équation  (A');  vous  en  ferez  disparaître  les  arcs  de  cercle  en  effaçant 
tous  les  termes  qui  en  renferment  ;  mais  alors,  au  lieu  de  supposer  p  et  q 
constants,  il  faut  les  considérer  comme  des  variables  données  par  les  équa- 
tions 

dt  dt 

Pour  intégrer  ces  deux  équations,  on  différentiera  la  première,  et 
l'on  aura  la  suivante 

<Pp dk  dp       dk  dq 

~dï*  ~  dp ~dt  + dq dt' 

qui,  à  cause  de  -^  =  M,  devient 

dt*  ~  dp  dt  +      dq; 

maintenant,  on  tirera  de  l'équation  -^  =  A  la  valeur  de  q,  exprimée  par 

une  fonction  de/?  et  de  -j->  que  nous  désignerons  par  Tllp,  -~\  et,  en 

la  substituant  dans  l'équation  précédente,  on  aura  une  équation  de 
cette  forme 


dt*- 


(*£> 
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r(p,  -~  j  représentant  une  fonction  de  p  et  de  —■  Cette  équation  est 
du  second  ordre;  pour  l'abaisser  au  premier,  soit  ~  =y>  et  l'on  aura 


dt 


partant 


Cette  dernière  équation  est  du  premier  ordre,  et  son  intégrale  donnera 

y—i{p,a), 

a  étant  une  constante  arbitraire  et  J(/>,  a)  désignant  une  fonction  de 

p  et  de  a;  donc 

dp 
■ïï=Mp,a), 

d'où  l'on  tire 

dp 


t  +  b  = 


f 


I{p,  a) 


b  étant  une  seconde  arbitraire.  On  aura,  au  moyen  de  cette  équation, 
la  valeur  de  p  en  fonction  de  /  -h  b  et  de  a,  et,  en  la  substituant  dans 

ïï(/?,  —  ),  on  aura  q  en  fonction  des  mêmes  quantités. 


Si  l'on  applique  la  règle  précédente  à  l'intégration  de  l'équation  (a), 
on  aura,  en  effaçant  les  arcs  de  cercle  de  l'équation  {a'), 

•    »                ,       ce  mp  (        3  on  m  \    .    n 
y=psmt  +  qcosl-i -£    h — -  j  sin3i 

oemq  (         3«m\ 
-+-  — f.-  {  i 7T-  )  cos  3 1 


>am\ 

,    a2 m^p    .  oPm^q         m 

7b8  768 
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et  l'on  déterminera/)  et  q  au  moyen  des  équations 

dp  _        a  mq  /         3  a  m  \  dq  _        a  m/?  /         3  a  /w  \ 

5*~~       ^V^Tê/'       dt~~       ~T  ~\        ï6~/ 
Pour  les  intégrer,  on  supposera,  suivant  les  méthodes  connues, 

p  —  fev,       q  ==  gev, 

e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  et  l'on 

aura 

,  txm     (        3am\  <xm    .(        3<xm\ 

d'où  l'on  tire,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a3, 

donc,  si  l'on  désigne  par /et/'  deux  constantes  arbitraires,  on  aura 


et 


(o  » <>\     /  01  m  ,  «w   A. 


VI. 

Il  est  facile  d'étendre  la  règle  de  l'article  IV  à  un  nombre  quel- 
conque d'équations  et  de  variables;  si  l'on  a,  par  exemple,  les  n  équa- 
tions 

o=^  +^/+T+aY, 

o  =  %f~  +  A"*  y"+  T'+  «Y", 


qui  renferment  celles  du  mouvement  des  corps  célestes,  T,  T',  T",  . . . 
étant  fonctions  rationnelles  et  entières  de  sinus  et  de  cosinus,  et  Y,  Y', 
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Y",  . . .  étant  fonctions  rationnelles  et  entières  de  sinus,  de  cosinus, 
de  a,  des  n  quantités  y,  y', y",  .  • .  et  de  leurs  différences;  en  les  inté- 
grant par  les  méthodes  ordinaires,  on  aura 

y  =(p  -+-  A  t-\-  B  t--\~. .  .)sin  ht  -\- (q  +M«  +  Ni!  +  ..  .)zosht  +R, 
y1  —  (p1  +  A't  -+-  B't2  +  . . .)  sinh't  +  (9'  +  Wt  4-  N'*2  + . .  .)cosh't  -4-  R', 
/'  =  (/>"  +  A'7  +  B'72  -+- . . .  )  sin  A'/  +  (?"  4-  Wt  +  N"*2 -h . . . )  cos h't  4-  R", 

• y 

A,  B,  . . . ,  M,  N,  . . . ,  A',  B',  . . .  étant  des  fonctions  de  a,  p,  p',  p",  . . . , 
q,  q',  q",  . . . ,  R  étant  fonction  de  ces  quantités,  de  l'arc  t  et  de  sinus 
et  de  cosinus  autres  que  s'mht  et  cosht;  R'  étant  fonction  de  ces  mêmes 
quantités,  de  l'arc  t  et  de  sinus  et  de  cosinus  autres  que  s'mk't  et 
cosA'/,  et  ainsi  de  suite.  Cela  posé,  pour  faire  disparaître  les  arcs  de 
cercle  de  ces  expressions,  il  suffit  d'effacer  tous  les  termes  qui  en  ren- 
ferment; mais  alors  il  faut  considérer/?,  p',  p",  ...,  q,  q',  q",  ... 
comme  autant  de  variables  données  par  les  équations 


dt 

dq 

~di  ~ 

=  M, 

dP'  -  V 
dt   -       ' 

dq' 

dt  ~ 

=  M', 

*'-A' 

dq" 

dt  " 

=  M% 

Dans  le  cas  des  perturbations  du  mouvement  des  planètes,  si  l'on 
ne  porte  la  précision  que  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  a,  ces  équa- 
tions sont  linéaires  et  faciles  à  intégrer  par  les  méthodes  connues  (voir 
la  seconde  Partie  des  Mémoires  de.  1772,  page  36o)  (').  Si  l'on  voulait 
une  approximation  plus  exacte,  les  équations  précédentes  ne  seraient 
plus  linéaires;  mais  il  serait  aisé  de  les  ramener  à  cette  forme  par  le 
procédé  que  nous  avons  donné  dans  les  mêmes  Mémoires,  pages  287 
et3n(2). 

(»)  OFMvres  de  Laplace,  T.  VIII,  p.  461. 

(2)  Ibid.,  p.  389  et  p.  4i3.   ■ 
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VII. 

Considérons  plus  particulièrement  ce  genre  d'équations  différen- 
tielles qui  ne  renferment  point  d'arcs  de  cercle,  mais  dont  les  inté- 
grales, obtenues  par  les  méthodes  ordinaires  d'approximation,  en 
renferment.  Pour  cela,  soit  l'équation  différentielle  de  l'ordre  // 

P  étant  fonction  de  y  et  de  ses  différences,  de  sinus,  de  cosinus,  d'ex- 
ponentielles, etc.  sans  arcs  de  cercle.  Supposons  qu'en  l'intégrant  par 
approximation,  suivant  les  méthodes  ordinaires,  on  ait 

X,  Y,  Z,  ...  étant  des  fonctions  de  sinus,  de  cosinus,  d'exponentielles 
et  de  n  constantes  arbitraires,  p,  q,  ...,  il  est  facile  de  prouver, 
comme  dans  l'article  IV,  que  cette  valeur  de  y  satisferait  encore  à  la 
proposée,  en  y  changeant  les  arcs  de  cercle  t  en  t  —  0,  en  sorte  que 
l'on  peut  supposer 

cette  seconde  expression  de  y  renferme  n  -+- 1  arbitraires  qui  doivent 
se  réduire  hn.  Pour  concevoir  la  possibilité  de  cette  réduction,  repré- 
sentons l'expression  rigoureuse  et  inconnue  de  y  par 

ç  (  t,  a  -+-  mt,  b  h-  m' t,  . . .  ), 

a,  6,  ...  étant  des  constantes  arbitraires;  en  la  mettant  sous  celle 

forme 

y[t,  a-i-mô~\-  m(t  —  B),  b-\-  m'B-{-  m'(t  —  B),  . . .] 

et  en  la  réduisant  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
de  /  —  9,  on  aura,  comme  l'on  sait, 

du,      flx     ô*u  (t  —  dy 

OEuvres  de  L.  —  IX.  4 7 
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u  étant  égal  à  ç(£,  a  -+■  mG,  b  -f-  m'O,  . . .);  or  il  est  visible  :  i°  que  u, 
'M'  ~à¥y  '"  renferment  les  n  arbitraires  a  -hmO,  b  -+-  m' G,  ...;  2°  que 

l'arbitraire  Q,  qui  se  trouve  dans  les  arcs  de  cercle  t  —  6,  (t  —  G)2,  . . . 
de  la  série  précédente,  rentre  dans  ces  n  arbitraires  et  ne  fait  que  les 
changer  en  a,  b,  . . .;  3°  que  ce  ne  peut  être  que  de  cette  manière  que 
l'arbitraire  6  de  la  suite  X  -+-  Y(*  —  G)  4-  Z(t  —  6)2-f-.. .  rentre  dans 
les  n  arbitraires/?,  q,  —  Cette  suite  doit  donc  être  la  même  que  celle- 
ci,  u  -+-  -âz(*  —  0)  -H. . .,  ce  qui  donne 


dQ 


M_x  du_Y 


Si  l'on  représente  maintenant  par  ty(t,p,  q,  ...)  la  fonction  X  que 
nous  supposons  connue,  l'équation  u  =  X  donnera 

9(£,  a-\-  md,  b  -+-  m'9,  . . .)  =  <\>(t,  p,q,  . . .); 

p,  q,  ...  sont,  par  conséquent,  fonctions  de  a-f-raG,  b -h  m' G 

Soit 

p  ■=  II  (a  -+-  m9,  b  -f-  m'9,  . . .), 

q  =  nt (a  -h  m 9,  b  -h  m'9,  . . .), 


et  l'on  aura  l'équation  identique 

y(t,  a  -h  m9,  b  -\-  m' 9,  . . .) 
=  <]>[t,  II(aH-  m9,  b-\-  m'9,  . . .),  Il^a-f-  m9,  b  -+-  m'9,  . . .),   .. .]. 

En  changeant  Q  en  t,  les  deux  membres  de  cette  équation  se  changent 
dans  l'expression  rigoureuse  de  y;  il  suffît  donc,  pour  avoir  cette  ex- 
pression, de  déterminer/?,  q,  ...  en  fonctions  de  G,  de  changer  dans 
ces  valeurs  G  en  t  et  de  les  substituer  ensuite  dans  la  fonction  X  :  la 
question  est  ainsi  réduite  à  déterminer  ces  valeurs. 

Si  l'on  différentie  l'équation  u  =  X  relativement  à  Q,  on  aura 

du_d\dp       àXdq 

d9  ~  dp  dQ^  dg  â9  ~h'"; 
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du 

de 


l'équation  -£  —  Y  deviendra  donc 


ï      àXâp      dXdq 

dp  dd  +  dq  de  ~l~'*" 

Cette  équation,  ayant  lieu  quel  que  soit  /,  donnera,  en  la  différentiant 
n  —  i  fois  par  rapport  à  t, 

dY  _    d2\   dp        d*X   dg 

dt   "  dpdt  de  +  dqdt  de  +  "  "  ' 

d'-Y  __  d3X    dp        d3X   dg 

dt*  ~  dpdt*  dd  +  dqdt1  de  "h""' 


En  déterminant  ^»  ~ ,  •  •  •  au  moyen  de  ces  n  équations,  on  aura 


de  de 

d£—  Y'  Hï—V 

de  ~    '       de  -    ' 

X',  Y',  ...  étant  des  fonctions  de  p,  q,  ...  sans  t,  puisque  les  valeurs 
^e  ~&'  ~dê '  "  '  doivent  être  indépendantes  de  cette  variable. 

Cette  considération  peut  servir  à  déterminer  ces  valeurs  unique- 
ment par  l'inspection  de  l'équation 

dp  de~^~" 

et  d'une  manière  souvent  plus  simple  qu'avec  le  secours  de  ses  dif- 
férentielles, en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  différents  sinus  et 
cosinus. 
En  changeant  ô  en  t  dans  les  équations 

de  —     '        d0         ' 
on  aura  les  suivantes 

~dt-Xf        Tt~~Xy 
et  les  valeurs  de  p,  q,  ...  que  l'on  trouvera  en  intégrant  ces  dernières 


372  MÉMOIRE  SUR  L'INTÉGRATION 

équations,  substituées  dans  X,  donneront  sur-le-champ  l'expression 
rigoureuse  de  y. 

Si  les  valeurs  de  X  et  de  Y  ne  sont  exactes  qu'aux  quantités  près 
d'un  certain  ordre,  l'expression  de  y,  à  laquelle  on  parviendra,  ne  sera 
exacte  qu'aux  quantités  près  de  cet  ordre;  mais  la  forme  des  quantités 
qu'elle  renferme  sera  la  même  que  dans  l'expression  rigoureuse  :  si 
l'on  trouve,  par  exemple,  dans  cette  valeur  des  exponentielles  sans 
imaginaires,  ou  même  des  arcs  de  cercle,  on  sera  sûr  qu'il  s'en  ren- 
contre dans  l'expression  rigoureuse,  et  qu'il  est,  par  conséquent,  im- 
possible de  les  éviter. 

VIII. 

La  théorie  que  nous  venons  d'exposer  renferme,  d'une  manière 
générale,  le  cas  des  équations  linéaires  que  nous  avons  discuté  dans 
l'article  IV;  si  l'on  nomme,  en  effet,  S  la  partie  de  R  dans  l'équa- 
tion (A'),  qui  ne  renferme  point  d'arc  de  cercle,  et  S't  la  partie  de 
cette  même  quantité  qui  renferme  l'arc  t  élevé  à  la  première  puis- 
sance, en  comparant  cette  équation  avec  celle-ci 


on  aura 


l'équation 


deviendra  donc 


7  =  X+Y<  +  Zi2+..., 

X  =  p  sin  ht  ■+■  q  cos  ht -{-  S, 
Y  =  Asin/i£  +  McosA£-hS';; 


Y  _  dX  dp       dJLdq 
dp  dB  +  dq  d9 


o&  d9  dp  âd       dq  dB 

Si  l'on  compare  séparément  les  coefficients  de  sinht  et  de  cosA/,  on  a 

âf-'i      22 -m- 

à9~  A'  dd  ~  n' 

de  sorte  que  Ton  aura,  par  l'article  précédent,  y,  en  intégrant  les 
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deux  équations 

dt  -  A'         dt  ~  M 

et  en  substituant  les  valeurs  de  p  et  de  q  que  l'on  en  tirera  dan>  fa 

quantité  X,  ou  ps'inht  +  qcosht  -+-  S,  ce  qui  revient  à  la  règle  que 

nous  avons  donnée,  article  IV.  L'équation  (a')  de  l'article  III,  par 

exemple,  comparée  à 

y  =  X  +  Yt  +  ...t 
donne 

v   •                              ,       amp  (         3ocm\    .              amq  (         3a/n\        9. 
X  =  psmt-+-  7 cos* h jf-l  1  -\ ^-  J  sin3/n ^-  i  1 ^-  Jcos3/ 

a'w'»    .    _         et}  m*  a        „ 
H -E^-%\\\bt  H -~  COSOJ, 

760  768 


Y— _  aw'7 


(3  a  m  \    .  a  mp  /         3  a  m  \ 

1^-[6-)Smt--J-{1--l6-)CO"t 


aPniiq    .    -v       a*mtp        9t 
^-t-1  sin  3  / s—  cos  3 1  ; 

l'équation 

Y-    ^^?a 

donnera  conséquemment  la  suivante 

a  mq  (         3  a  m  \    .  a  m»  /         3  a  m  \ 

ocimiq    .    -  <x"mip         . 

«t-1-  sin  3  « 2-r-1-  cos  3  / 

04  04 

tty?    .  d<7        ^       <xm  dp  f        3a/w\    .    _         am  dtf  /        3am\         _ 

=^sin'+icos'+7Fi(T4--76-)sin3f4-T6-i(I--T6-jcos3' 

a1  m*  dp    .    ^         a*  m*  dq        „ 

+  W3Ss,n5'+W5Scos5'' 

d'où  l'on  tire,  en  comparant  les  coefficients  de  sin/  et  de  cos/  et  en  y 
changeant  6  en  /, 

dp  et mq  f        3am\ 


rf<7  _        a  /n/>  /        3  a  m  \ 
3T*  =         4~\         ï6~/J 
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ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  l'article  V;  et, 
comme  il  résulte  de  ce  même  article  que  la  valeur  de  y  renferme  les 

OLmt  CLmt 

quantités  e  *  et  e  *  ,  on  peut  en  conclure  que  les  exponentielles 
sans  imaginaires  sont  inévitables  et  qu'elles  entrent  dans  l'intégrale 
rigoureuse. 

Au  lieu  de  comparer  les  coefficients  de  sinz  et  de  cos/,  on  aurait  pu 
comparer  ceux  de  sin3*et  de  cos3j,  et  les  équations  différentielles 
en  p  et  en  q  auxquelles  on  serait  parvenu  doivent  coïncider  avec  les 
précédentes;  mais  on  doit  observer  que,  ces  coefficients  étant  tous 
multipliés  par  a,  les  équations  qui  résultent  de  leur  comparaison  ne 
peuvent  être  exactes  que  jusqu'aux  quantités  de  l'ordre  a  :  elles 
deviennent,  en  effet,  en  n'ayant  égard  qu'aux  quantités  de  cet  ordre 
et  en  y  changeant  6  en  t, 

dp  _        cunq 
~di  ~  f  ' 

dq  _         a  mp 
~dï  ~  4~  ' 

Or  ces  équations  rentrent  visiblement  dans  les  précédentes,  en  négli- 
geant les  quantités  de  l'ordre  a2. 

IX. 

Après  avoir  résolu  le  problème  le  plus  difficile  et  le  plus  important 
de  la  théorie  des  intégrations  par  approximation,  il  nous  reste,  pour 
compléter  cette  théorie,  à  exposer  une  méthode  générale  pour  obtenir 
des  intégrales  de  plus  en  plus  approchées;  M.  de  la  Grange  a  déjà 
rempli  cet  objet  d'une  manière  très  simple  et  très  ingénieuse  dans 
les  Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin  pour  l'année  1775,  page  192; 
mais  la  méthode  suivante  a,  si  je  ne  me  trompe,  l'avantage  d'être  plus 
directe. 

Soit  l'équation  différentielle  de  l'ordre  n 

(y)  °  =  ^  +  p  +  aQ' 
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n  •  d'Y  dn — '  Y 

P  étant  fonction  de  /, y,  -jf-,  •••,  ,  •;  ctQ  pouvant  être  de  plus  fonc- 
tion de  a;  supposons  que  l'on  sache  intégrer  l'équation 

dny 

et  que  son  intégrale  soit  y  =  y(t,  p,  q,  r,  . . .  ),  p,  q,  r,  . . .  étant  deti 
constantes  arbitraires;  en  diiîérentiant  cette  intégrale  n  —  i  fois  de 
suite  par  rapport  à  t,  on  aura,  en  y  comprenant  l'équation  intégrale 
elle-même,  n  équations  au  moyen  desquelles  on  pourra  obtenir,  par 
l'élimination,  les  valeurs  des  n  arbitraires  en   fonctions  de  /,  j, 

-jt>  •  •  •  '  dfn-i  •  Soient  V,  V,  V",  . . .  ces  fonctions,  en  sorte  que 

P  =  V,       q  =  V,       r  =  V\        ..., 

on  aura,  en  différentiant, 

o  =  d\,       o  =  dV,       o  =  dV",       ...; 

or  il  est  clair  que  ces  différentes  équations  ne  peuvent  être  que  le 
produit  de  celle-ci 

dnY        r» 


par  différents  facteurs  qui  la  rendent  intégrable  et  qui  sont  les  coeffi 

cients  de  -7- 
dt 

et  l'on  aura 


fin,  y 

cients  de  -3— —  dans  ces  équations.  Soient  F,  F',  ...  ces  coefficients, 


<*V-F'rf<(s:+P)• 


cela  posé,  si  Ton  multiplie  la  proposée  (y)  successivement  par  F  dt, 
F'dt,  . . . ,  elle  prendra  les  n  formes  suivantes 

o  =  dV  +<xFQdt, 
o  =  d\'-h(xT'Qdt, 
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En  intégrant,  on  aura 

V  =  p  — a  fFQdt, 


p,  q,  ...  étant  des  constantes  arbitraires. 

Si  l'on  suppose  maintenant  a  =  o  dans  ces  équations  et  qu'on  en 

élimine  les  différences-^?  -fé,  •••»    ,   _^  ?  on  aura  une  équation  finie 

entre  y,  t,  p,  q,  ...  qui  doit,  par  ce  qui  précède,  se  réduire  à 

y  =  9(t,p,  q>  •••)• 

En  changeant  donc,  dans  cette  expression  de  y,  p  eh  p  —  oc  fFQdt, 
q  en  q  —  a  j  F  Q  dt,  . . . ,  on  aura  pour  cette  même  expression,  lorsque 

a  est  quelconque, 

(l)  y=9(t,  p-ot  fFQdt,  g-txfF'Qdt,   ...). 

Toutes  les  fois  que  FQ  dt,  F'Qdt,  . . .  seront  des  différences  exactes, 
on  aura  l'intégrale  rigoureuse  de  y;  or  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  l'é- 
quation (y)  est  linéaire,  car  alors  aQ  est  fonction  de  t  seul,  et  l'on  a 

p— M- £  +  N- -  +      -hSv 

M,  N,  ...,  S  étant  fonctions  de  t  seul;  de  plus,  l'intégrale  de  l'équa- 
tion 

O  —   ~-  +P 

dtn 

est  visiblement  alors  de  cette  forme 

y=pu-\-  qu'  +  ru"  H- . . . , 

m,  u',  u",  ...  étant  fonctions  de  t;  or  il  est  clair  que  si,  au  moyen  de 
cette  équation  et  de  ses  n  —  i  premières  différentielles,  on  élimine 
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/>,  (/,  r,  . . . ,  ce  qui  est  très  facile,  on  aura  n  équations  de  cette  fonw 

/>  —  F  —  -4-  H  —  -4- 

» 

F,  H,  . . . ,  F',  H',  ...  étant  des  fonctions  de  t  seul.  En  difîérentiant  ces 
équations,  on  aura  les  suivantes 


c  d"y       /tt        dF\  dn-*y 
utd*y       fur      dY'\d«-iy 


qui  ne  peuvent  être  que  la  proposée  elle-même,  multipliée  successive- 
ment par  F,  F',  ...,  en  sorte  que,  dans  ce  cas,  FQ,  FQ,  ...  seront 
uniquement  fonctions  de  t;  l'intégrale  complète  de  l'équation  (y)  sera 
donc  alors,  dans  la  supposition  de  a  quelconque, 

y  =  u{  p  —  ocfFQ  dt)  +  u'(q  —  a  J'F'Q  dt)  4- .  .  . , 

ce  qui  donne,  comme  l'on  voit,  le  procédé  le  plus  direct  pour  conclure 
l'intégrale  de  cette  équation  lorsque  a  est  quelconque,  de  son  inté- 
grale lorsque  a  =  o. 

Il  arrivera  le  plus  souvent  que  les  fonctions  aFQcfc,  aF'Qrf/,  . . .  ne 
seront  pas  des  différences  exactes;  mais,  si  dans  ce  cas  l'équation  (X) 
n'est  plus  l'intégrale  finie  de  la  proposée  (y),  elle  est  au  moins  d'une 
forme  très  avantageuse  pour  trouver  des  intégrales  de  plus  en  plus 
approchées;  en  effet,  si  l'on  y  suppose  d'abord  a  =  o,  on  aura 

y  =  9(*>p>  <i>  •  ■•)» 

et  ce  sera  la  première  valeur  dey.  En  la  substituant  dans  les  fonctions 
FQ  dt,  F'Qdt,   ...,  elles  deviendront  fonctions  de  t  seul,  et  si  l'on 

OF.uvrea  de  L.  —  IX.  4$ 
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représente  par  E,  G,  ...  leurs  intégrales,  on  aura  pour  seconde  valeur 
de  y 

y=zy(t,p  —  ctE,  q  —  ctG,    ...). 

En  substituant  cette  seconde  valeur  dans FQ dt,  Y'Qdt,  ...  et  repré- 
sentant par  E',  G',  ...  leurs  intégrales,  on  aura  pour  troisième  valeur 
approchée  de  y 

y=<?(t,p  —  aW,q  —  ctG',    ...), 

et  ainsi  de  suite. 

Supposons  que  l'équation  différentielle  (y),  ainsi  que  sa  première 
intégrale,  ne  renferment  point  d'arcs  de  cercle,  mais  que  les  intégrales 
subséquentes  en  renferment,  en  sorte  qu'ils  soient  introduits  par  les 
fonctions  successives  E,  G,  E',  G',  ...  ;  on  les  fera  disparaître  en  les 
effaçant  de  la  dernière  valeur  de  y  à  laquelle  on  s'arrêtera,  et  que 
nous  supposons  être  la  (n  +  i)iéme;  mais  il  faudra  y  substituer,  au 
lieu  de  p,  q,  . . . ,  les  valeurs  que  l'on  trouvera  en  intégrant  les  équa- 
tions 

dP  —      „a  d<J  —      „R 

dt— aA'        dt—"B*        ••" 

A,  B,  ...  étant  les  parties  constantes  du  coefficient  de  /  dans  E(n~'\ 

La  méthode  précédente  donne  un  moyen  facile  de  reconnaître  a 
priori  si  les  intégrales  approchées  de  l'équation  (y)  renfermeront  des 
arcs  de  cercle;  car  il  est  visible,  par  exemple,  que  la  seconde  valeur 
de  y  ne  peut  renfermer  l'arc  at  qu'autant  que  le  produit  de  Q  par  l'un 
des  facteurs  F,  F',  ...  qui  rendent  intégrable  l'équation 

renferme  un  terme  constant,  après  y  avoir  substitué  pour  y  sa  pre- 
mière valeur.  Pour  appliquer  cette  règle  à  l'équation 
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on  doit  observer  que  les  deux  facteurs  qui  rendent  intégrable  celle-ci 

sont  eht^-*  et  e~htJ~*,  et  que  son  intégrale  complète  est 

y  =  p  si  n  ht  -+-  q  cos  ht  ; 

il  faut  donc,  pour  que  la  seconde  valeur  approchée  de  y  renferme 
l'arc  eut,  que  Qeht^~{  ou  Qe'*11^  renferme  un  terme  constant,  après  y 
avoir  substitué,  pour  y,  psinht  4-  qcosht;  or  il  est  visible  que  cela 
ne  peut  être,  à  moins  que  Q  ne  renferme,  après  cette  substitution,  un 
terme  multiplié  par  s'mhi  ou  par  cosht,  ce  qui  est  conforme  à  ce  que 
Ton  sait  d'ailleurs. 

X. 

On  peut  encore  employer  avec  avantage  la  méthode  de  faire  varier 
les  arbitraires  dans  le  cas  où  les  équations  différentielles  renferment 
des  quantités  qui  changent  d'une  manière  presque  insensible,  ce  qui 
se  rencontre  fréquemment  dans  l'Astronomie  physique.  Soit,  par 
exemple,  l'équation  différentielle 

dny    « 

P  étant  fonction  de  t,y,  3£>  •  •  •  »  dtn_x  et  des  quantités  a,  b,  ...,  qui 
varient  très  lentement,  en  sorte  que  les  différences  ^>  ^->  •••  soient 

très  petites;  supposons  qu'en  l'intégrant  et  en  supposant  a,  b,  ... 
constants  on  ait 

y  =  y(a,  b,  ...,  t,p,  q,  .  .  .), 

p,  q,  ...  étant  les  constantes  arbitraires  que  donne  l'intégration  :  on 
pourra  représenter  encore  par  cette  forme  l'expression  complète  dey, 
dans  le  cas  où  l'on  considère  a,  b,  ...  comme  variables;  mais  il  faut 

alors  faire  varier  les  arbitraires/?,  q,  ...  de  manière  que  ^ >  ^r>  •••> 


380  MÉMOIRE  SUR  L'INTÉGRATION,  ETC.     '< 

-t-£  restent  pareilles  fonctions  de  a,  fc />,y,  ...  que  si  ces  quan- 
tités étaient  constantes;  car  il  est  clair  que  ces  fonctions,  substituées 
clans  l'équation  différentielle  proposée,  la  rendront  identiquement 
nulle.  Il  est  donc  nécessaire  que  les  variations  des  valeurs  de  y, 

-¥->  •  ■  ■  soient  nulles,  en  vertu  des  variations  de  a,  hf  . . ., p,  ç,  . . .,  ce 

qui  donne  les  n  équations  suivantes 


da  dy           db  dy 

dt  da            dl   db 

,%*kM       ^  dq  dy 

dt   dp            dt   dq 

da    d'y        db    d-y 

O  =^                       -h                       -+-  < 
dt  da  dt       dt  db  dt 

,    dp    d'y     t    dq    d'y 
dt   dp  dt       dt   dq  dt 

Ces  équations  sont  les  mêmes  que  celles  auxquelles  nous  sommes 
parvenu  par  un  raisonnement  à  peu  près  semblable,  dans  les  Mémoires 
de  l'Académie,  année  1772,  IIe  Partie,  p.  3i5  ('),  et  l'on  peut  observer 
qu'étant  rigoureuses  elles  ont  généralement  lieu,  quelles  que  soient 
les  variations  de  a,  b,  . . . ,  en  sorte  qu'elles  ne  sont  point  restreintes 
au  cas  où  ces  variations  sont  insensibles.  Il  est  facile  d'étendre  à  un 
nombre  quelconque  d'équations  tout  ce  que  nous  avons  dit  dans  ces 
derniers  articles;  nous  croyons  ainsi  pouvoir  nous  dispenser  d'entrer 
dans  un  plus  grand  détail  sur  cet  objet. 

(*)  Œuvres  de  Laplace,  T.  VIII,  p.  4 16. 
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Mémoires  de  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Paris,  année  1778;  1781. 


I. 

Je  me  propose  de  traiter  dans  ce  Mémoire  deux  points  importants 
de  l'analyse  des  hasards  qui  ne  paraissent  point  avoir  encore  été  suf- 
fisamment'approfondis  :  le  premier  a  pour  objet  la  manière  de  cal- 
culer la  probabilité  des  événements  composés  d'événements  simples 
dont  on  ignore  les  possibilités  respectives;  l'objet  du  second  est 
l'influence  des  événements  passés  sur  la  probabilité  des  événements 
futurs,  et  la  loi  suivant  laquelle,  en  se  développant,  ils  nous  font  con- 
naître les  causes  qui  les  ont  produits.  Ces  deux  objets,  qui  ont  beau- 
coup d'analogie  entre  eux,  tiennent  à  une  métaphysique  très  délicate, 
et  la  solution  des  problèmes  qui  leur  sont  relatifs  exige  des  artifices 
nouveaux  d'analyse;  ils  forment  une  nouvelle  branche  de  la  théorie 
des  probabilités,  dont  l'usage  est  indispensable  lorsqu'on  veut  appli- 
quer celte  théorie  à  la  vie  civile.  Je  donne,  relativement  au  premier, 
une  méthode  générale  pour  déterminer  la  probabilité  d'un  événement 
quelconque,  lorsqu'on  ne  connaît  que  la  loi  de  possibilité  des  événe- 
ments simples,  et,  dans  le  cas  où  cette  loi  est  inconnue,  je  détermine 
celle  dont  on  doit  faire  usage.  La  considération  du  second  objet  me 
conduit  à  parler  des  naissances  :  comme  cette  matière  est  une  des 
plus  intéressantes  auxquelles  on  puisse  appliquer  le  Calcul  des  proba- 
bilités, je  fais  en  sorte  de  la  traiter  avec  tout  le  soin  dû  à  son  impor- 

(')  Remis  le  19  juillet  1780. 

Œuvres  de  L.  —  IX.  48* 
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tance,  en  déterminant  quelle  est,  dans  ce  cas,  l'influence  des  évé- 
nements observés  sur  ceux  qui  doivent  avoir  lieu,  et  comment,  en  se 
multipliant,  ils  nous  découvrent  le  véritable  rapport  des  possibilités 
des  naissances  d'un  garçon  et  d'une  fille.  En  généralisant  ensuite  ces 
recherches,  je  parviens  à  une  méthode  pour  déterminer,  non  seule- 
ment les  possibilités  des  événements  simples,  mais  encore  la  proba- 
bilité d'un  événement  futur  quelconque,  lorsque  l'événement  observé 
est  très  composé,  quelle  que  soit  d'ailleurs  sa  nature.  Je  donne,  à  cette 
occasion,  la  solution  de  quelques  problèmes  intéressants  dans  l'his- 
toire naturelle  de  l'homme,  tels  que  celui  du  plus  ou  moins  de  facilité 
des  naissances  des  garçons  relativement  à  celles  des  filles  dans  diffé- 
rents climats  :  c'est  ici  surtout  qu'il  est  nécessaire  d'avoir  une  méthode 
rigoureuse  pour  distinguer,  parmi  les  phénomènes  observés,  ceux  qui 
peuvent  dépendre  du  hasard,  de  ceux  qui  dépendent  de  causes  parti- 
culières, et  pour  déterminer  avec  quelle  probabilité  ces  derniers  indi- 
quent l'existence  de  ces  causes.  La  principale  difficulté  que  l'on  ren- 
contre dans  ces  recherches  tient  à  l'intégration  de  certaines  fonctions 
différentielles  qui  ont  pour  facteurs  des  quantités  élevées  à  de  très 
grandes  puissances,  et  dont  il  faut  avoir  les  intégrales  approchées  par 
des  suites  convergentes  :  j'ose  me  flatter  que  l'analyse  dont  je  me  suis 
servi  pour  cet  objet  pourra  mériter  l'attention  des  géomètres.  Enfin 
je  termine  ce  Mémoire  par  quelques  réflexions  dans  lesquelles  je  pré- 
sente ce  que  le  Calcul  des  probabilités  m'a  paru  fournir  de  lumières 
sur  le  milieu  que  l'on  doit  choisir  entre  les  résultats  de  plusieurs 
observations. 

II. 

Dans  l'analyse  des  hasards,  on  se  propose  de  connaître  l'es  probabi- 
lités des  événements  composés,  suivant  une  loi  quelconque,  d'événe- 
ments simples  dont  les  possibilités  sont  données  ;  celles-ci  peuvent  être 
déterminées  de  ces  trois  manières  :  i°  a  priori,  lorsque,  par  la  nature 
même  des  événements,  on  voit  qu'ils  sont  possibles  dans  un  rapport 
donné;  c'est  ainsi  que,  au  jeu  de  croix  et  de  pile,  si  la  pièce  que  l'on 
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jette  en  l'air  est  homogène  et  que  ses  deux  faces  soient  entièrement 
semblables,  on  juge  croix  et  pile  également  possibles;  i°  a  posteriori, 
en  répétant  un  grand  nombre  de  fois  l'expérience  qui  peut  amener 
l'événement  dont  il  s'agit,  et  en  examinant  combien  de  fois  il  est 
arrivé;  3°  enfin,  par  la  considération  des  motifs  qui  peuvent  nous 
déterminer  à  prononcer  sur  l'existence  de  cet  événement;  si,  par 
exemple,  les  adresses  respectives  des  deux  joueurs  A  et  B  sont  incon- 
nues, comme  on  n'a  aucune  raison  de  supposer  A  plus  fort  que  B,  on 
en  conclut  que  la  probabilité  de  A  pour  gagner  une  partie  est  £.  Le 
premier  de  ces  moyens  donne  la  possibilité  absolue  des  événements; 
le  second  la  fait  connaître  à  peu  près,  comme  nous  le  ferons  voir  dans 
la  suite,  et  le  troisième  ne  donne  que  leur  possibilité  relative  à  l'état 
de  nos  connaissances. 

Chaque  événement  étant  déterminé  en  vertu  des  lois  générales  de 
cet  univers,  il  n'est  probable  que  relativement  à  nous,  et,  par  cette 
raison,  la  distinction  de  sa  possibilité  absolue  et  de  sa  possibilité  rela- 
tive peut  paraître  imaginaire;  mais  on  doit  observer  que,  parmi  les 
circonstances  qui  concourent  à  la  production  des  événements,  il  y  en 
a  de  variables  à  chaque  instant,  telles  que  le  mouvement  que  la  main 
imprime  aux  dés,  et  c'est  la  réunion  de  ces  circonstances  que  nous 
nommons  hasard  :  il  en  est  d'autres  qui  sont  constantes,  telles  que 
l'habileté  des  joueurs,  la  pente  des  dés  à  retomber  sur  une  de  leurs 
faces  plutôt  que  sur  les  autres,  etc.  ;  celles-ci  forment  la  possibilité 
absolue  des  événements,  et  leur  connaissance  plus  ou  moins  étendue 
forme  leur  possibilité  relative  ;  seules,  elles  ne  suffisent  pas  pour  les 
produire  :  il  est  de  plus  nécessaire  qu'elles  soient  jointes  aux  circon- 
stances variables  dont  j'ai  parlé;  elles  ne  font  ainsi  qu'augmenter  la 
probabilité  des  événements,  sans  déterminer  nécessairement  leur 
existence. 

Les  recherches  que  l'on  a  faites  jusqu'ici  sur  l'analyse  des  hasards 
supposent  la  connaissance  de  la  possibilité  absolue  des  événements, 
et,  à  l'exception  de  quelques  remarques  que  j'ai  données  dans  les 
Tomes  VI  et  VII  des  Mémoires  des  Savants  étrangers,  je  ne  sache  pas 
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que  l'on  ait  considéré  le  cas  où  l'on  n'a  que  leur  possibilité  relative. 
Ce  cas  renferme  un  grand  nombre  de  questions  intéressantes,  et  la 
plupart  des  problèmes  sur  les  jeux  s'y  rapportent;  on  peut  donc  croire 
que  si  les  géomètres  n'y  ont  pas  fait  une  attention  particulière,  cela 
vient  de  ce  qu'ils  l'ont  regardé  comme  susceptible  des  mêmes  mé- 
thodes que  celui  où  l'on  connaît  la  possibilité  absolue  des  événe- 
ments; cependant  la  différence  essentielle  de  ces  possibilités  ne  peut 
manquer  d'influer  sur  les  résultats  du  calcul,  en  sorte  que  l'on  s'ex- 
poserait souvent  à  des  erreurs  considérables  en  les  employant  de  la 
même  manière  :  c'est  ce  dont  il  est  aisé  de  se  convaincre  par  l'exemple 
suivant. 

Supposons  que  deux  joueurs  A  et  B,  dont  les  adresses  respectives 
sont  inconnues,  jouent  à  un  jeu  quelconque,  et  proposons-nous  de 
déterminer  la  probabilité  que  A  gagnera  les  n  premières  parties. 

S'il  ne  s'agissait  que  d'une  seule  partie,  il  est  clair  que,  A  ou  B 
devant  nécessairement  la  gagner,  ces  deux  événements  sont  égale- 
ment probables,  en  sorte  que  la  probabilité  du  premier  est  £;  d'où,  en 
suivant  la  règle  ordinaire  de  l'analyse  des  hasards,  on  conclut  que  la 

probabilité  de  A  pour  gagner  les  n  premières  parties  est-^-  Cette  con- 
séquence serait  exacte  si  la  probabilité  |  était  fondée  sur  une  égalité 
absolue  entre  les  possibilités  des  deux  événements  dont  il  s'agit;  mais 
il  n'y  a  d'égalité  que  relativement  à  l'ignorance  où  nous  sommes  sur 
les  adresses  de  deux  joueurs,  et  cette  égalité  n'empêche  pas  que  l'un 
ne  puisse  être  plus  fort  que  l'autre.  Supposons  conséquemment  que 
— - —  représente  la  probabilité  du  joueur  le  plus  fort  pour  gagner  une 
partie,  et  — ^—  celle  du  plus  faible;  en  nommant  P  la  probabilité  que 
A  gagnera  les  n  premières  parties,  on  aura 

P  =  ^(I  +  «)"         ou         p=±(l_a)% 

suivant  que  A  sera  le  plus  fort  ou  le  plus  faible  :  or,  comme  on  n'a 
aucune  raison  de  le  supposer  plutôt  l'un  que  l'autre,  il  est  visible  que, 
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pour  avoir  la  véritable  valeur  de  P,  on  doit  prendre  la  moitié  de  la 
somme  des  deux  valeurs  précédentes,  ce  qui  donne 

P=^î  [(!  +  «)*+  (!-«)»]. 

En  développant  cette  expression,  on  a 

i    I  n(n  —  i)  n(n  —  i)  (n  —  2)  (n  —  3)    ,  1 

2"L  l-2  1.2.3.4 

Cette  valeur  de  P  étant  plus  grande  que  —  >  lorsque  n  est  plus  grand 
que  l'unité,  on  voit  que  l'inégalité  qui  peut  exister  entre  les  adresses 
des  deux  joueurs  favorise  celui  qui  parie  1  contre  in  —  1  que  A  ga- 
gnera les  n  premières  parties,  pourvu  que  l'on  ignore  de  quel  côté  se 
trouve  la  plus  grande  adresse.  Cette  remarque,  que  j'ai  déjà  faite  ail- 
leurs, est,  si  je  ne  me  trompe,  très  utile  dans  l'analyse  des  hasards, 
non  seulement  en  ce  qu'elle  montre  la  nécessité  d'avoir  égard  à  l'iné- 
galité inconnue  des  adresses  des  joueurs,  mais  encore  en  ce  que  l'on 
peut  souvent  déterminer  si  cette  inégalité  est  favorable  ou  contraire 
à  celui  qui  parie  d'après  le  Calcul  ordinaire  des  probabilités. 

III. 

Considérons  encore  deux  joueurs  A  et  B,  chacun  avec  un  nombre 
donné  de  jetons,  et  jouant  ensemble  de  manière  que,  à  chaque  coup, 
celui  qui  perd  donne  un  jeton  à  son  adversaire;  supposons  que  la 
partie  ne  doive  finir  que  lorsqu'il  ne  restera  plus  de  jetons  à  l'un  des 
joueurs,  et  déterminons,  dans  ce  cas,  leurs  probabilités  respectives 
pour  gagner  cette  partie. 

Pour  cela,  nommons  généralement/?  l'adresse  de  A,  1  —  p  celle  de 
B  et yx  la  probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie,  lorsqu'il  a  a?  jetons; 
il  peut  arriver  au  coup  suivant  qu'il  gagne  un  jeton  à  B,  et  dans  ce 
cas  sa  probabilité  se  change  enyx+i  ;  il  peut  arriver  qu'il  en  donne  un 
à  B,  ce  qui  réduit  sa  probabilité  à  yx-,  :  or  la  probabilité  du  premier 
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de  ces  deux  événements  est/?,  et  celle  du  second  est  i  —  p;  on  aura 
donc  l'équation  aux  différences  finies 

fx = pfx+i  +  (  i  —  p  )  yx  -i . 
Pour  l'intégrer,  soitja.=  Cax,  on  aura 

a  =  /?<z2-|-  i  — p; 

les  deux  racines  de  cette  équation  sont  a  =  i  et  a  —  — — -;  partant,  si 

C  et  C  représentent  deux  constantes  arbitraires,  l'expression  complète 
de  yx  sera 

Pour  déterminer  ces  deux  constantes,  on  observera  :  i°  que,  x  étant 
nul,  on  a yx=  °»  et  ^ue»  x  étant  égal  au  nombre  total  des  jetons  de  A 
et  de  B,  on  a  yx  =  i  ;  soient  n  ce  nombre,  m  le  nombre  des  jetons  de  A 
au  commencement  de  la  partie,  et  par  conséquent  n  —  m  celui  des 
jetons  de  B,  on  aura 

,  =  c  +  c.(^)", 

d'où  l'on  tire 


C'  = 


i  —  p\'1 
~~P 

i 


i—p\n 


partant 


r* 


P 

i  —  p\x 


i  —  p\n 
i  —  ■ 


On  aura  la  probabilité  ym  de  A  pour  gagner  la  partie,  en  changeant 
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dans  cette  expression  x  en  m,  ce  qui  donne 


y> 


p  ) 


m 


ri     > 


et,  en  changeant  m  en  n  —  m,  p  en  i  —  p,  et  réciproquement,  on  aura 
la  probabilité  de  B  pour  gagner  la  partie,  et  l'on  trouvera  i  —  ym  pour 
cette  probabilité;  c'est  ce  dont  il  est  facile  de  s'assurer  d'ailleurs  en 
considérant  que,  A  ou  B  devant  nécessairement  gagner  la  partie,  la 
somme  de  leurs  probabilités  doit  être  égale  à  l'unité. 

Maintenant,  si  l'on  suppose  les  adresses  des  deux  joueurs  égales,  et, 
par  conséquent,  p  =  {,  l'expression  précédente  de  ym  devient  \,  ce  qui 
ne  fait  rien  connaître;  mais,  en  différentiant  le  numérateur  et  le  déno- 
minateur de  cette  expression  par  rapport  hp,  on  trouve  que  dans  ce 

cas  ym  =  —y  en  sorte  que  les  probabilités  des  deux  joueurs  A  et  B 

sont  en  raison  du  nombre  de  leurs  jetons  :  leurs  mises  respectives 
doivent  donc  être  dans  le  même  rapport.  Examinons  présentement  le 
changement  que  doit  occasionner  dans  leur  sort  une  inégalité  quel- 
conque entre  leurs  adresses. 

Soient  la  plus  grande  et  la  plus  petite  ;  on  changera 

successivement,  dans  l'expression  de  ym,  p  en  - — -  et  I~a;  on  aura 

ainsi  deux  valeurs  qui  auront  lieu  suivant  que  A  sera  le  plus  fort  ou  le 
plus  faible  :  la  véritable  expression  de  ym  sera  donc  égale  à  la  moitié 
de  la  somme  de  ces  deux  valeurs;  d'où  l'on  tire 

_  _i_  [(i  -4-  «)»-,nH-  (i  —  a)n-m]  [(i  +  a)m—  (i  —  u)m]  m 
rm~2  (i-t-a)"— (i  — a)"  ' 

on  peut  mettre  cette  expression  sous  cette  forme 

y     -'  I(l         jn-  K'  +  «)»-*"-(!  -«)-'»]. 
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Dans  le  cas  de  a  =  o,  nous  venons  de  voir  que  ym=  — ;  en  sorte 
que,  alors, 

2y>l[(i  -h  ct)n-*m  —  (i  —  a)n-im]  _  n  —  im^ 
*'  (H-oc)»—  (i  —  «)*  ""         «         ' 

or,  si  l'on  suppose  m  moindre  que  -»  il  est  clair  que,  a  augmentant,  la 

fraction  — -1 — - — '— —  diminue,  ainsi  que  le  facteur  (i  —a2  Y"; 

(r-t-a)" — (1  —  oc)n  ^  \  /    ' 

on  aura  donc,  dans  la  supposition  de  a  plus  grand  que  zéro, 

/.       ^»Mn  [('  +  «)n-im-  (i  -  ce)»-*"1]  _n-2m 

h  étant  nécessairement  positif.  Partant, 


m 


ym=-  +  h\ 


ti 


d'où  il  suit  que  l'inégalité  des  adresses  de  A  et  de  B  est  favorable  à 
celui  des  deux  joueurs  qui  a  le  plus  petit  nombre  de  jetons. 

a  restant  le  même,  si  m  et  n  augmentent  en  conservant  toujours  le 
même  rapport,  il  est  clair  que 


£i-v««) 


t\m  [(I  +  «)"-2m-  (i  -  a)*"2'"] 


(i  +  a)1»—  (i  — a)" 


deviendra  plus  petit,  et  que  l'on  peut  tellement  faire  croître  n  et  m, 
que  cette  quantité  soit  plus  petite  qu'aucune  grandeur  donnée;  donc, 
si  les  deux  joueurs  conviennent  de  doubler,  de  tripler,  etc.  leurs 
jetons,  leur  sort,  qui,  dans  le  cas  où  les  adresses  sont  égales,  n'en  sera 
point  changé,  deviendra  très  différent  s'il  y  a  une  inégalité  quel- 
conque entre  leurs  adresses;  la  probabilité  de  celui  qui  a  le  plus  petit 
nombre  de  jetons  augmentera  de  plus  en  plus,  jusqu'au  point  de  dif- 
férer infiniment  peu  de  J,  et  par  conséquent  de  la  probabilité  de  son 
adversaire. 
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IV. 

En  général,  si,  dans  un  problème  quelconque  relatif  aux  deux 
joueurs  A  et  B,  on  représente  par l'adresse  du  plus  fort,  et  par 

celle  du  plus  faible,  le  sort  P  du  joueur  A  supposé  le  plus  fort 

sera  exprimé  par  une  fonction  de  a,  qui,  réduite  en  série,  aura  la 

forme  suivante  : 

P  =  a  -+-  ax  a  -f-  a2  a*  H-  a3  a3  + . . . . 

En  changeant  a  en  —  a,  on  aura,  pour  l'expression  de  P,  dans  le  cas 
où  le  joueur  A  est  le  plus  faible, 

P  =  a  —  ax  a  -+-  a%  a*  —  a3  <x3  -+- . . . . 

On  aura  donc  la  véritable  valeur  de  P  en  prenant  la  moitié  de  la  somme 
des  deux  séries  précédentes,  ce  qui  donne 


Lorsque  a  est  très  petit,  on  peut  s'en  tenir  aux  deux  premiers  termes 
de  cette  série,  et  l'on  a  sensiblement 

Pssa-4îO|a*; 

on  connaîtra  donc  alors,  par  le  signe  de  a2,  si  P  est  plus  grand  ou 
moindre  que  dans  le  cas  où  les  adresses  sont  égales;  il  sera  plus  grand 
si  a%  est  positif,  et  moindre  s'il  est  négatif. 

De  ce  qu'il  ne  reste  dans  la  valeur  de  P  que  des  puissances  paires 
de  a,  il  résulte  que  le  cas  de  a  =  o  indique  toujours  un  maximum  ou 
un  minimum  pour  cette  valeur;  mais  il  est  possible  qu'elle  soit  sus- 
ceptible de  plusieurs  maxima  ou  minima,  et  c'est  ce  qui  aura  lieu  si 
la  différentielle  de  P,  prise  par  rapport  à  a  et  égalée  à  zéro,  donne 
pour  a  une  ou  plusieurs  valeurs  positives,  comprises  entre  les  limites 
dans  lesquelles  a  peut  être  renfermé;  dans  ce  cas,  on  cherchera  si  la 
supposition  de  a  =  o  donne  le  plus  grand  de  tous  ces  maxima,  ou  le 


/ 
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plus  petit  de  tous  ces  minima;  si  cela  est,  on  pourra  s'assurer  que  le 
sort  P  de  A  est  ou  n'est  pas  plus  avantageux  que  lorsque  les  adresses 
sont  égales;  mais,  si  cela  n'est  pas,  il  sera  impossible  de  prononcer 
sur  cet  objet,  à  moins  que  de  connaître  la  loi  de  possibilité  des 
adresses  respectives. 

V. 

Il  est  facile  d'étendre  les  remarques  précédentes  à  un  nombre  quel- 
conque de  joueurs  ;  supposons,  par  exemple,  i  joueurs  A,  B,  G,  D,  . . . , 
et  que  l'on  propose  de  déterminer  la  probabilité  P  que  les  r  joueurs 
A,  B,  C,  ...  gagneront  les  n  premières  parties.  Il  est  clair  que,  si  leurs 
adresses  étaient  égales,  la  probabilité  de  chacun  des  joueurs  pour 
gagner  une  partie  ou,  ce  qui  revient  au  même,  leur  adresse  respective 

i  •  •  f  r\ n 

serait  -,  en  sorte  que  la  probabilité  cherchée  P  serait  (-)  ',  mais,  s'il 

existe  une  inégalité  quelconque  entre  les  adresses  des  joueurs,  en 

nommant  — -. —  la  plus  grande,   — r--  la  deuxième  dans  l'ordre   de 

grandeur,  — ; —  la  troisième,  et  ainsi  de  suite,  on  aura  d'abord 


puisque  la  somme  de  toutes  ces  adresses  doit  être  égale  à  l'unité. 

Si  l'on  nomme  ensuite  s,  s',  s",  ...  les  différentes  sommes  que  l'on 
peut  former  en  ajoutant  un  nombre  r  des  adresses  précédentes,  on 
aura  autant  de  valeurs  correspondantes  de  P,  qui  seront  P  =  s", 
V  =  s'n,  V  =  s"",  ...;  le  nombre  de  ces  valeurs  est  égal  à  celui  des 
combinaisons  de  i  quantités,  prises  r  à  r,  et,  par  conséquent,  égal  à 

'-^ ;  on  aura  donc  la  véritable  valeur  de  P,  en  divisant 

i  .2.3. . .r  *  ' 

par  ce  nombre  la  somme  des  valeurs  précédentes,  ce  qui  donne 

P  =  ^~ w  •I'a\"'!'. 1  {sn  +  s"l-+s"n  +  ..  .).' 

*(«  —  i)(i  —  a)...(«  —  r-t-i) 

Il  est  aisé  de  voir  que  chaque  adresse  se  trouve  répétée  dans  la  somme 
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ç  -+-  s'+  s"-hs '"-h...  autant  de  fois  que  Ton  peut  combiner  i—  i  quan- 
tités r  —  i  a  r — i;  d'où  il  suit  que  cette  somme  est  indépendante  de 
a,  a',  a",  ...  et  égale  à 

(i—  i)(i—  a)...(i  — r-hi) 
i  .2.3. .  .(r  —  i) 

Or  on  prouvera  facilement  que,  dans  ce  cas,  la  somme 

sn  -+-  s'n  h-  y*  -+- . . . 

est  la  plus  petite  possible  lorsque  s  =  s'  =  s"  =  ...,  ce  qui  suppose 
a  =  a'=  a"=..  .=  o;  donc  la  valeur  de  P  est  la  plus  petite  lorsque 
les  adresses  des  joueurs  sont  égales,  en  sorte  que  l'inégalité  de  ces 
adresses  favorise  celui  qui  parie  que  les  n  premières  parties  seront 

gagnées  par  les  /-joueurs  A,  B,  C, 

Il  est  visible  que  l'on  peut  faire  des  remarques  analogues  sur  les 
jeux  dans  lesquels  on  fait  usage  de  polyèdres,  tels  que  le  jeu  des  dés; 
car,  avec  quelque  soin  qu'on  ait  formé  ces  polyèdres,  il  s'y  rencontre 
nécessairement  entre  leurs  différentes  faces  des  inégalités  qui  résul- 
tent de  l'hétérogénéité  de  la  matière  qu'on  emploie  et  des  défauts  iné- 
vitables dans  leur  construction.  En  général,  ces  remarques  ont  lieu 
pour  tous  les  événements  dont  la  possibilité  est  inconnue  et  peut  va- 
rier dans  certaines  limites;  et,  si  dans  la  suite  nous  considérons  par- 
ticulièrement les  événements  du  jeu  entre  plusieurs  joueurs  dont  les 
adresses  sont  inconnues,  ce  n'est  que  pour  nous  rendre  plus  clair,  en 
fixant  les  idées  sur  un  objet  déterminé. 

VI. 

Il  est  infiniment  peu  probable  que  les  adresses  de  deux  joueurs  A 
et  B  soient  parfaitement  égales;  mais,  en  même  temps  que  l'on  ignore 
de  quel  côté  se  trouve  la  plus  grande  ou  la  plus  petite  adresse,  on 
ignore  également  la  quantité  de  leur  différence;  ainsi,  tout  ce  que  l'on 
peut  conclure  de  la  théorie  précédente,  c'est  que  le  sort  de  tel  ou  tel 

OEuvres  de  L.  —  IX.  5o 
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joueur  est  plus  favorable  que  suivant  le  Calcul  ordinaire  des  probabi- 
lités, sans  que  l'on  soit  en  état  d'assigner  de  combien  il  est  augmenté. 
Cependant,  si  l'on  connaissait  la  limite  et  la  loi  de  possibilité  des 
valeurs  de  a,  rien  ne  serait  plus  facile  que  de  résoudre  exactement  ce 
problème;  car,  si  l'on  nomme  g  cette  limite  et  que  l'on  représente  par 
4<(a)  la  probabilité  de  a,  on  voit  d'abord  que,  a  devant  nécessairement 
tomber  entre  o  et  q,  la  fonction  ^(a)  doit  être  telle  que  l'on  ait 

l'intégrale  étant  prise  depuis  a  =  o  jusqu'à  cc  =  q.  On  multipliera 
donc  par  d<xty(cn.)  les  probabilités  déterminées  par  ce  qui  précède,  et, 
en  intégrant  ces  produits  depuis  a  =  o  jusqu'à  a  =  q,  on  aura  les  pro- 
babilités cherchées;  on  trouvera  de  cette  manière,  pour  la  valeur  de  P 
dans  l'article  II, 


/dot. <|;(a)  r/  .         ;  •  _ 

J-m   7[(i  +  a)*H-(i--a)*]. 


Si,  par  exemple,  <|»(a)  est  égal  à  une  constante  /,  en  sorte  que  toutes 
les  valeurs  de  a  soient  également  possibles,  l'équation   CdoL  ^(a)  =  i 

donnera  1=  -■>  et  l'on  aura 

P=(i«  +  i)'y.a^[(,  +  g)"l-(,^g)"+tJ- 

La  quantité  a  est  une  fonction  du  rapport  des  adresses  absolues  des 
deux  joueurs;  au  lieu  donc  de  supposer  la  loi  de  sa  possibilité  immé- 
diatement connue,  il  est  beaucoup  plus  naturel  de  la  déduire  de  celle 
qui  représente  la  possibilité  de  l'adresse  absolue  d'un  joueur  quel- 
conque. Pour  cela,  comparons  les  adresses  de  tous  les  joueurs  à  celle 
d'un  joueur  unique,  que  nous  prendrons  pour  unité  d'adresse;  et,  en 
représentant  par  l'abscisse  x  tous  ces  rapports,  concevons,  élevées 
sur  chaque  point  de  l'abscisse,  des  ordonnées/  proportionnelles  au 
nombre  supposé  infini  de  tous  les  joueurs  dont  l'adresse  esta?  :  nous 
aurons  ainsi  une  courbe  renfermée  entre  les  limites  h  et  h' ,  h  étant  la 
plus  petite  adresse  et  h'  la  plus  grande;  et  il  est  visible  que  le  rapport 
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do  l'ordonnée  y  à  la  somme  de  toutes  les  ordonnées,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  à  l'aire  entière  de  la  courbe,  exprimera  la  probabilité  que 
l'adresse  d'un  joueur  quelconque  est  x.  Cela  posé,  pour  en  conclure 
la  loi  de  possibilité  des  valeurs  de  a,  soit  y  =  ?(#),  et  nommon> 
a  l'intégrale  f dxy(x),  prise  depuis  x  =  h  jusqu'à  x  =  k';  soient, 
de  plus,  x  l'adresse  de  celui  des  deux  joueurs  A  et  B  qui  est  le  plus 
faible,  et  x  -+-  u  celle  du  joueur  le  plus  fort  ;  on  aura 


x  -f-  u        i  -h  a 
ce  qui  donne 


i  +  i 

X  -+-  U  =  X. 

i  —  a 


Or  la  probabilité  que  l'adresse  de  l'un  des  joueurs  étant  x,  celle  de 
l'autre  sera  x  -h  «,  est  égale  au  double  du  produit  des  probabilités 
de  x  et  de  x  -+-  u,  et  par  conséquent  égale  à 


2<p(#)  <p(a?-t-  U) 


2?(^)?ff^^j 


on  aura  donc 


/<?(x)  <p( -x) 


pour  la  probabilité  entière  de  a,  l'intégrale  étant  prise  depuis  x  =  h 
jusqu'à  x  =  ~  h'.  Quant  à  la  limite  q  de  a,  on  observera  que,  h  étant 
la  plus  petite  adresse  et  h'  la  plus  grande,  on  a 

h         i  —  «y 

d'où  l'on  tire 

_  h'—  h 
?—  h'  4-  h 

Lorsque  la  fonction  <p(#)  est  inconnue,  il  est  impossible  de  con- 
naître exactement  le  sort  des  deux  joueurs  A  et  B,  et  l'on  est  réduit  à 
choisir  les  fonctions  les  plus  vraisemblables.  Nous  nous  occuperons 


396  MÉMOIRE  SUR  LES  PROBARILITÉS. 

de  cet  objet  dans  la  suite;  mais  auparavant  nous  allons  exposer  une 
méthode  générale  pour  déterminer  le  sort  respectif  d'un  nombre  quel- 
conque de  joueurs,  lorsqu'on  ne  connaît  touchant  leurs  adresses  que 
la  loi  de  leur  possibilité  :  cette  matière  présente  quelques  difficultés 
assez  considérables  d'analyse,  dont  la  solution  est  renfermée  dans  celle 
du  problème  suivant. 

VII. 

Problème.  —  Soient  n  quantités  variables  et  positives  t,  tt,  /2,  . . .  ,tn_t, 
dont  la  somme  soit  s  et  dont  la  loi  de  possibilité  soit  connue;  on  propose 
de  trouver  la  somme  des  produits  de  chaque  valeur  que  peut  recevoir  une 
fonction  donnée  <|*(f,  t{,  t2,  . . .)  de  ces  variables,  multipliée  par  la  proba- 
bilité correspondante  à  cette  valeur. 

Solution.  —  Supposons,  pour  plus  de  généralité,  .que  les  fonctions 
qui  expriment  la  possibilité  des  variables  t,  tif  t2,  ...  soient  discon- 
tinues, et  représentons  par  q  la  plus  petite  valeur  de  /;  par  y(t)  la 
possibilité  de  t,  depuis  t  =  q  jusqu'à  t  =  q';  par  tf(t)  +  y(t)  sa  pos- 
sibilité, depuis  t  =  q'  jusqu'à  t  =  q";  par  y"(t)  -+-  <p'(/)  +  y(t)  cette 
possibilité,  depuis  t  =  q"  jusqu'à  t  =  q'",  et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
t  =  cc.  Désignons  ensuite  les  mêmes  quantités  relatives  aux  variables 
/,,  t2,  t3,  ...  par  les  mêmes  lettres,  en  écrivant  au  bas  les  nombres  i, 
2,  3,  . . . ,  en  sorte  que  qt,  q^,  q3,  ...  expriment  les  plus  petites  valeurs 
de  t, ,  t2,  *,,  l ...  i  que  <p4  (tt  )  exprime  la  possibilité  de  t{ ,  depuis  t,  =  q, 
jusqu'à  ti  =  q\,  et  ainsi  du  reste;  dans  cette  manière  de  représenter 
les  possibilités  des  variables,  il  est  clair  que  la  fonction  <p(£)  a  lieu 
depuis  t  =  q  jusqu'à  t  =  qo,  que  la  fonction  y'(t)  a  lieu  depuis  t  —  q' 
jusqu'à  t==<x>,  ainsi  de  suite.  Pour  reconnaître  les  valeurs  de  t,  i4, 
t2,  ...,  lorsque  ces  fonctions  commencent  à  avoir  lieu,  nous  multi- 
plierons cp(/)  par  lq;  cp'(7)  par  /?';  yi(ti)  par  #•,  ...  ;  les  exposants  des 
puissances  de  /  qui  multiplient  chaque  fonction  indiqueront  alors  ces 
valeurs;  il  suffira  ensuite  de  supposer  l=i  dans  le  dernier  résultat 
du  calcul  :  c'est  à  ces  artifices  très  simples  que  nous  devons  la  facilité 
avec  laquelle  nous  allons  résoudre  le  problème  proposé. 
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La  probabilité  de  la  fonction  '|(/,  /,,  t.,,  ...)  est  évidemment  égale 
au  produit  des  probabilités  de  /,  /,,  /.,  . . . ,  en  sorte  que,  si  l'on  sub- 
stitue pour  t  sa  valeur  s  —  /,  —  t.,  —  . . .  que  donne  l'équation 

le  produit  de  la  fonction  proposée  par  sa  probabilité  sera 

X  [/>($  —  tl—ti  —  .  ..)  H-  /*'cp'(.ç—  tl—t.i  —  ...)  +  ...] 

x[/*'<p2(;2)+/V2U2)+--.] 

X 

On  aura  donc  la  somme  de  tous  ces  produits  :  i°  en  multipliant  la 
quantité  précédente  par  dtK  et  en  l'intégrant  pour  toutes  les  valeurs 
dont/,  est  susceptible;  20  en  multipliant  cette  intégrale  par<//2  et  en 
l'intégrant  pour  toutes  les  valeurs  dont  t2  est  susceptible,  et  ainsi  <!<■ 
suite  jusqu'à  la  dernière  variable  /„_,  ;  mais  ces  intégrations  succes- 
sives exigent  quelques  attentions  particulières. 

Considérons  un  terme  quelconque  de  la  quantité  (A),  tel  que 

En  le  multipliant  par  dt{ ,  il  faut  l'intégrer  pour  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles de  /t ;  or  il  est  clair  que  la  fonction  <p(l)(s  —  ti  —  t2  —  . . .)  n'a 
lieu  que  lorsque  l  ou  s  —  tt  —  l2  —  . . .  est  égal  ou  plus  grand  que  q(i)  ; 
la  plus  grande  valeur  que/,  puisse  recevoir  est  donc  j—^0  —  ^  —  /:1  — .... 
De  plus,  9(f'(/t)  n'ayant  lieu  que  lorsque  /,  est  égal  ou  plus  grand 
que  qus\  cette  quantité  est  la  plus  petite  valeur  que  /,  puisse  recevoir; 
il  faut  donc  prendre  l'intégrale  dont  il  s'agit  depuis  f ,  =  q^  jusqu'à 
/,  =  s  —  q{i)  —  t.,  —  tz  —  ...  ou,  ce   qui  revient  au  même,  depuis 

/,  —  q{p  =  o  jusqu'à  /,  —  jf  =  s  —  g®  —  tf*  —  t2  — 

On  trouvera  de  la  même  manière  que,  en  multipliant  cette  nouvelle 
intégrale  par  dt.ît  il  faudra  l'intégrer  depuis  i2  —  qV=  o  jusqu'à 
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En  continuant  d'opérer  ainsi,  on  arrivera  à  une  fonction  de 

dans  laquelle  il  ne  restera  aucune  des  variables  t,  tt,  t2, Cette 

fonction  doit  être  rejetée  si  s  —  q[i)  —  q{p  —  . ..  est  négatif;  car  il  est 
visible  que,  dans  ce  cas,  le   système  de  fonctions  o{i)(t),  ç((',(^1)» 
T>{p(t2),  ...  ne  peut  être  employé;  en  effet,  les  plus  petites  valeurs  de 
/,,  /2,  ...  étant,  par  la  nature  de  ces  fonctions,  égales  à  y'/'1,  q{p, 
la  plus  grande  valeur  que  /  puisse  recevoir  est  s  —  q{p —  qp — ...; 

partant,  la  plus  grande  valeur  de  t  —  q{i)  est  s — q{i)  —  q(p —  qP — 

Or  la  fonction  yli)(t)  ne  Peut  être  employée  que  lorsque  t  —  q{i)  est 
positif. 

Au  lieu  de  rejeter  la  fonction  dont  il  s'agit,  il  est  égal  de  supposer 
alors  dans  tous  les  termes  de  cette  fonction  s  —  q{i)  —  q{p  —  ...  con- 
stamment égal  à  zéro;  car,  en  ne  considérant,  par  exemple,  que  les 
trois  variables  t,  tif  /2,  la  dernière  intégrale  relative  à  di2  devant  être 
prise  depuis  t2  —  qp  =  o  jusqu'à 

/„ //(*">  —  ç nd)  _  j*1*'J nU») 

H       72     — "        7  H\  72    » 

il  est  visible  que  cette  intégrale  sera  nulle  toutes  les  fois  que  l'on 
supposera 

s  —  qM  —  qv(]—  g{^=  o. 

Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire  une  méthode  très  simple 
pour  résoudre  le  problème  proposé. 

Que  l'on  substitue  :  i°  au  lieu  de  t,  q  -+-  u  dans  <%{t),  q'  -h  u  dans 
?'(0»  q"-+-u  dans  <p"(0>  •••;  2°  au  lieu  de  tt,  qt-hu,  dans  9<(*,), 
q\-h  uK  dans  ç',(i0,  . . .  ;  3°  au  lieu  de  t2,  q2-h  u2  dans  92(^2)»  •••»  e* 
ainsi  de  suite,  les  quantités 


qui  représentent  les  probabilités  de  t,  t„  . , .,  se  changeront  :  la  pre- 
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mière,  clans  une  fonction  de  u;  la  seconde,  dans  une  fonction  de 

itt Nous  désignerons  ces  fonctions  par  IT(m),  II,  (m,),  U2(u.,), 

Que  l'on  change  ensuite,  dans  <\>(t,  t,,  t2,  ...),  t  en  k-\-u,  /,  en 
X,-f-w,,  ...,  on  aura  une  fonction  de  //,  //,,  u2,  ...,  que  nous  repré- 
senterons par  T(u,  h,,  Ho,  . . .);  cela  posé,  on  prendra  l'intégrale 

J  d\]  ,r (s  —  ut  —  u%—  . . .,  ux,  uiy  ...)II(î-«1-M2-...)nl(«1)II,(tt2)... 

depuis  ut  =  o jusqu'à  ut  =  s  —  ù2—  u3  — 

On  multipliera  cette  première  intégrale  par  du2,  et  on  l'intégrera 
depuis  u2  =  o  jusqu'à  u2  =  s  —  u3  —  . ..;  on  multipliera  cette  seconde 
intégrale  par  du3 ,  et  on  l'intégrera  depuis  u3  =  o  jusqu'à  u3  =s— «4  —  .... 
En  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  une  fonction  de  s  seule,  que  nous 
désignerons  par  l(s),  et  cette  fonction  sera  la  somme  demandée  de 
toutes  les  valeurs  de  <(/(/,  tt,  t2, ...),  multipliées  par  leurs  probabilités 
respectives;  mais,  pour  cela,  il  faut  avoir  soin  de  changer,  dans  un 
terme  quelconque  multiplié  par  Z7  +*1  +?1  4  ",  k  en  q{i),  k{  en  q'p,  k2  en 
q j* ',  ...  ;  de  diminuer  s  de  l'exposant  de  /  et,  par  conséquent,  d'écrire, 
au  lieu  de  s,  s  —  q(ii  —  q^]  —  q[p  —  ...  ;  de  faire  cette  dernière  quantité 
égale  à  zéro  toutes  les  fois  qu'elle  sera  négative;  enfin,  de  supposer 

Si  T(u,  ut,  u2,  . . .),  II(w),  II,  (w,),  U2(u2),  . . .  sont  des  fonctions 
rationnelles  et  entières  des  variables  u,  m,,  u2,  ...,  d'exponentielles, 
de  sinus  et  de  cosinus,  toutes  ces  intégrations  successives  seront  pos- 
sibles, parce  qu'il  est  dans  la  nature  de  ces  quantités  de  ne  reproduire 
par  les  intégrations  que  des  quantités  du  même  genre;  dans  les  autres 
cas,  ces  intégrations  pourront  n'être  pas  possibles,  mais  la  méthode 
précédente  réduit  alors  le  problème  aux  quadratures  des  courbes. 

VIII. 

Le  cas  de  fonctions  rationnelles  et  entières  offre  quelques  simpli- 
fications qu'il  n'est  pas  inutile  d'exposer.  Pour  cela,  soit  u'u^u^... 
un  produit  quelconque  des  variables  w,  w,,  w2,  ...;  si,  après  y  avoir 
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substitué  pour  u  sa  valeur  s  —  ut  —  u2  —  . . . ,  on  le  multiplie  par  dut ,  il 
est  facile  de  s'assurer  que  l'intégrale 

f  dul  (s  —  W|  —  u2  — ...  y  a'j  u%  . . . 

prise  depuis  ut  =  o  jusqu'à  ui  =  s  —  u2  —  . . .  est 
i  .2.3. .  ,i.  i  .2.3. .  .V 


1.3.S.4  ••(*-*-/-+- 1) 


(*  —  M,—  U3  —  ...)<  +  <"+ *< 


en  multipliant  cette  intégrale  par  o?w2  et  en  l'intégrant  depuis  u2  =  o 
jusqu'à  u2  =  s  —  u3  —  . . . ,  on  aura  pareillement 

I.2.3...*.I.2.3...E'.I.2.3...t"  _  i  +  ,+  M 

I.2.3.4...(î'+t'+j'"+2)  (S         U3        ...) 

et  ainsi  de  suite;  donc,  si  l'on  suppose 

n(«)  =  A+B(/+C«,+..,I 
Hl(ul)  =  Al-hB1ul-hCiu\-{-.. ., 
n2(w2)  =  A2H-B2a2H-  C2m^4-.  . ., 

et  que  l'on  désigne  par  Hirt^4/£  un  terme  quelconque  de 

T(a,  »tt  t/2,  ...), 

la  partie  correspondante  de  T(s)  sera 

i.2.3. .  .i.  i.2.3. .  .i'.  1.2.3. .  .i". .  ,]isn+i+t+i"+...-i 
x  [A  +(i'  +  i)B  *  +  (i  +i)(i  +2)C  52  +  ...] 
(B)               {      x[A1  +  (t'+i)BI5  +  (i'  +  i)(t'+2)C152  +  ...] 
x  [At4-(#*-  1)  B25  +  (*•"+ 1)  for 4  «)  C252  +  . . .] 
x , 

pourvu  que,  dans  le  développement  de  cette  quantité,  au  lieu  d'une 

puissance  quelconque  c  de  5,  on  écrive  — r-^ 

On  aura  ensuite  la  partie  correspondante  de  la  somme  entière  des 
valeurs  de  ty(t,ti9i2,.. .),  multipliées  par  leurs  probabilités  respectives, 
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en  changeant  un  terme  quelconque,  tel  que  HX/iV,  en  HX($  —  (x)e,  et 
en  substituant  dans  H,  au  lieu  de  k,  la  partie  de  l'exposant  tx  qui  est 
relative  à  t;  au  lieu  de  £,,  la  partie  relative  à  /,  et  ainsi  du  reste. 

Si,  dans  la  formule  (B),  on  suppose  H  =  i  et  o  =  *  =  i  =  i"  =  . . . , 
on  aura  la  somme  des  valeurs  de  l'unité,  multipliées  par  leurs  proba- 
bilités respectives  :  or  il  est  visible  que  cette  somme,  n'étant  autre 
chose  que  la  somme  de  toutes  les  combinaisons  dans  lesquelles  l'équa- 
tion 

t  -+-  tx  4- 1%  -+- . . .  =  s 

a  lieu,  multipliées  par  leurs  probabilités,  exprime  conséquemment  la 
possibilité  de  cette  équation  elle-même.  Si,  dans  les  hypothèses  précé- 
dentes, on  suppose  de  plus  que  la  loi  de  possibilité  est  la  même  pour 
les  r  premières  variables  £,/,,...,  tr_t ,  et  que  pour  les  n  —  r  dernières 
elle  soit  encore  la  même,  mais  autre  que  pour  les  premières,  on  aura 

A  =  At     =...  =  Ar_i, 
B  —  Bj     =...=  Br_,, 

> 

Ar^=  Af+i  — .  .  .  =  Aw— i, 
Br=  Br+i  = . .  .=  B/i-j, 


et  la  formule  (B)  se  changera  dans  celle-ci 
(C) 


*"-*x  (A  +B  s  +  qCs*  -+-... )»-' 

X  (Ar-f-BrS-haCrS'-H.  •■)'", 


cette  formule  servira  à  déterminer  la  probabilité  que  la  somme  des 
erreurs  d'un  nombre  quelconque  d'observations  dont  la  loi  de  facilité 
est  connue  sera  comprise  dans  des  limites  données,  ce  qui  peut  être 
utile  dans  plusieurs  circonstances,  et  particulièrement  lorsqu'il  s'agit 
de  prévoir  le  résultat  d'un  nombre  quelconque  d'observations.  Comme 
ce  problème  est  d'ailleurs  le  plus  simple  auquel  on  puisse  appliquer  la 
méthode  précédente,  il  est  très  propre  à  l'éclaircir,  et,  dans  cette  vue, 
nous  allons  considérer  les  exemples  suivants. 

OEuvrea  de  L.  —  IX.  5l 


402  MEMOIRE  SUR  LES  PROBARILITÉS. 

IX. 

Supposons  n  —  \  observations  dont  les  erreurs  puissent  s'étendre 
depuis  —  h  jusqu'à  4-  g  et  que,  en  nommant  z  l'erreur  de  la  pre- 
mière, sa  facilité  soit  exprimée  par  a  -+-  bz  4-  cz2;  supposons  ensuite 
que  cette  facilité  soit  la  même  pour  les  erreurs  zK,  z2,  . ..,  zn_2  des 
autres  observations,  et  cherchons  la  probabilité  que  la  somme  des 
erreurs  de  ces  observations  sera  comprise  entre  les  limites/?  etp  4-  e. 

Si  l'on  fait 

il  est  clair  que  t,  tt,  t2,  ...  seront  positifs  et  pourront  s'étendre  depuis 
zéro  jusqu'à  h  4-  g;  de  plus,  on  aura 

z  H-  Zi  +  z% -h .  .  .  4-  z„_2  =  t  +  ^  +  £2-t--  •  -H-  £«-2—  («  —  i)h. 

Donc,  la  plus  grande  valeur  de  la  somme  z -\-  zt-h. .  .-h  zn_t  étant, par 
la  supposition,  égale  à  p  4-  e,  et  la  plus  petite  étant  égale  à  p,  la  plus 
grande  valeur  de  t  4-  ts  4-  ...  4-  *„_s  sera  (n  —  i)A  4-  /?  4-  e,  et  la  plus 
petite  sera  (n  —  i}A  4-p;  en  faisant  ainsi 

(n  —  i)h  -hp~{-e  =  s        et         t  -+-  £,+-...-+-  tn_%  —  s  —  £„_!, 

*„_,  sera  toujours  positif  et  pourra  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  e. 
Gela  posé,  si  l'on  applique  à  ce  cas  les  formules  des  deux  articles  pré- 
cédents, on  aura 

q=zo,  q'—f+g; 

d'ailleurs,  la  loi  de  facilité  de  l'erreur  z  étant  a-\-bz  4-  cz2,  on  en 
conclura  la  loi  de  facilité  de  t,  en  changeant  z  en  t  —  h;  soit 

a'=a—  bh-\-  ch2,         b'  =  b — ich, 

on  aura 

a'+  b'  t-\-ct% 

pour  cette  facilité  :  ce  sera  donc  la  fonction  <p(/);  mais,  comme,  depuis 
t  =  h-\-  g  jusqu'à  /  =  00,  la  facilité  des  valeurs  de  /  est  nulle  par  l'hy- 
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pothèse,  on  aura 

?'(0  +  ?(0  =  o, 

ce  qui  donne 

<?'(t)  =  —  (a'+b't  +  cta-); 

donc,  si  l'on  fait 

b" =  b'  '  +  2  c  (h  +  g), 
la  quantité  que  nous  avons  nommée  U(u)  dans  l'article  VII  sera  ici 

a'  +  b' u  -h  eu*  —  lh+*  (an  +  b"  u  -h  cm2), 
et  l'on  aura 

ni(w,),  n2(a2),   ...,   n„_2(«„_t), 

en  changeant,  dans  cette  quantité,  u  successivement  en  ut,  u2,  ..., 

Quant  à  la  variable  /„_,,  on  observera  que  la  possibilité  de  l'équa- 
tion 

z  H- s, -h.  .  .+  *„_,=  {/. 

étant,  quel  que  soit  p.,  égale  au  produit  des  possibilités  de  s,  zt,  . . ., 
z„_2,  la  possibilité  de  l'équation 

sera  égale  au  produit  des  possibilités  de  t,  tt,  ...,  /n_2;  mais  cette 
même  possibilité  est  évidemment  égale  au  produit  des  possibilités  de 
i,  tit  . . . ,  /„_, .  La  loi  de  possibilité  de  tn_,  est  donc  constante  et  égale 
à  l'unité,  et,  comme  cette  variable  ne  doit  s'étendre  que  depuis  /„_,  =  o 
jusqu'à  *„_,  =  e,  on  aura 

partant 

fi-i  ('•"•*)— — *> 

d'où  il  est  aisé  de  conclure 
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la  formule  (C)  de  l'article  précédent  se  changera  conséquemment  dans 
celle-ci 


Soit 


sn~\  ry  +  b>s  +  2 csi _  lh+g^a"  +  ^  +  2 es2)]"-1  (1  —  /«). 

(a' +  6's-h  2C52)re-2(a"+  6",s4-2cs2)  =  a^  4-  ftWj-f-^J*^-. 

(a'  +  6,s  +  2cs2)'l-3(a',+  è'i  +  2M2)!=a(3)+è<3^  +  c'3)i1+. 


et  cette  dernière  formule  prendra  la  forme  suivante 

—  /«(a(1,sB—1+  6<1>sB4-c<1,$,w-14-. ..) 
—  (/i  —  i)lh+tr  (a^s"-1-^  bw sn 4-  c'2> sn+i  4- . . .) 
4-  («  —  1  )£*•+*+«  («<»>$»-»  •+.  bi*>sn  4-  c(2'5ra+1H-. . .) 


1 .2 
(  «  —  0(n  —  2) 


/JA+>f+«(a(»J«-l+i  %  J 


on  en  conclura  la  probabilité  cherchée  en  y  changeant  un  terme  quel- 
conque  tel  que  X/«V  en  „  r  >  ce  qui  donne,  pour  cette  probabi- 
lité, l'expression  suivante 


1 .2.3. . .(«  —  1) 


bu) 
a(U[5«-i._  (5_e)»-rj  _, [sn—(s  —  e)n] 

c(i) 
4-  -7 — — r  [sn+l—  (s~  e)ra+1]+... 
«  (  «  4-  1  )  L  J 

—  («  —  1)  \aW[(s  —  h  —  #)»-*—  (V—  h  — g—  e)""1] 

+  —[(*-/* -sT- (s- A-,?- e)"]  4-. 

—  (s —  2/1  —  2#  —  e)"-1]  -+-. . .  I 


en  observant  de  rejeter  les  termes  multipliés  par  (s  —  (/.)*,  dans  les- 
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quels  (x  est  plus  grand  que  s.  On  peut,  au  moyen  de  cette  formule, 
résoudre  un  problème  que  je  me  suis  proposé  ailleurs,  sur  les  incli- 
naisons des  orbites  des  comètes;  en  supposant  toutes  les  inclinaison 
à  l'écliptique  également  possibles,  il  s'agissait  de  déterminer  la  pro- 
babilité que  l'inclinaison  moyenne  des  orbites  de  n  —  i  comètes  sera 
comprise  dans  les  limites  ô  et  ô'  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  la 
somme  de  leurs  inclinaisons  sera  comprise  dans  les  limites  (n  —  i)0 
et  (n  —  i)Ô'.  En  nommant  t,  /,,  t.2,  . . . ,  tn_*  ces  inclinaisons,  comme 
elles  peuvent  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  900,  on  aura 

/=0  et  g  —  QO°    OU    -^> 

te  exprimant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon  ;  de  plus,  leur 
possibilité  dans  cet  intervalle  étant  constante,  la  fonction  a'-hb't  -+-  et2 
se  réduit  à  la  constante  a' ,  d'où  il  est  aisé  de  conclure 

a(i)  =  ain-l=zaW=ia(3)=tf        0  =  bW  =  bW  =  ...,        o  =  cW  =  cW  = 

D'ailleurs,  la  valeur  de  t  étant  nécessairement  comprise  dans  les 
limites  o  et->   fa'dt  —  1,  l'intégrale  étant  prise  pour  toute  l'étendue 

de  ces  limites,  d'où  l'on  tire  a'=  -,  la  formule  précédente  donnera 
ainsi  pour  la  probabilité  demandée 


(n  —  1)  (n  —  2)  _.  v-   «       /  x»   ii 


i.a.3. ..(«  —  i)itn~l  \  1.2 

(n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3)  t  t       . 

""  1.2.3 [(*  -  I  *)n     -(s-e-  !«)»-*]  -+- 

où  l'on  doit  observer  que  s  =  (n  —  i)Q'  et  e  —  (n  —  i)(0'—  0). 


X. 

s,  s,,  z2,  ...  représentant  toujours  les  erreurs  de  n  —  1  observa- 
tions, supposons  que  la  loi  de  facilité,  tant  de  l'erreur  positive  3  que 
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de  l'erreur  négative  —  «,  soit  h  —  z,  et  que  h  et  —  h  soient  les  limites 
de  cette  erreur;  supposons,  de  plus,  que  cette  loi  soit  la  même  pour  les 
erreurs  zt,  z2,  . . . ,  zn_2  des  autres  observations,  et  que  Ton  cherche  la 
probabilité  que  la  somme  des  erreurs  sera  comprise  dans  les  limites/? 
et/?  -+-  e. 

Si  l'on  fait  z  =  t  —  h,  zt  =  t{  —  h,  . . . ,  il  est  clair  que  t,  t{,  ... 
seront  toujours  positifs  et  pourront  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  ih\ 
la  loi  de  facilité  de  t,  depuis  /  =  o  jusqu'à  t  =  h,  sera  exprimée  par  t; 
cette  même  loi,  depuis  t  =  h  jusqu'à  t  =  ih,  sera  ih  —  t;  elle  sera 
nulle  depuis  t  =  ih  jusqu'à  /  =  oo.  On  aura  ainsi  dans  ce  cas 

q  =  o,         y*=  h,         g"  =  2  h, 

?  (')  =  ', 

<p'(0  +  ?  (O  —ih—  t, 


d'où  l'on  tire 


<p'(£)  =2A  —  1t, 

<p*(0=*     —ih. 


La  fonction  que  nous  avons  désignée  par  II(m)  dans  l'article  VII  sera 
donc  u{\  —  lh)2,  et  l'on  aura  les  fonctions 

n^Mj),    ...,  nra_2(M„_2), 

en  y  changeant  u  successivement  en  u{,  u2,  .. .,  un_2 . 
Présentement,  on  a 

s  -+-  Zt  -+- ...  4-  *„_j  =  t  -+-  *| 4- . . . '-£  **-2  —  (n  —  i)h; 

donc  la  somme  des  erreurs  z,  z{ ,  ...  devant,  par  l'hypothèse,  être  ren- 
fermée dans  les  limites/?  et/?  -+-  e,  la  somme  des  valeurs  de  t,  tt ,  t2,  ... 
sera  comprise  dans  les  limites  (n  —  i)h  -\-p  ■+■  e  et  (n  —  i)k  -h/?,  en 
sorte  que,  si  l'on  fait 

{n  —  i)h-hp-he  =  s        et         t  +  *,  +  .  .  .-+-  ta-t=s—  *„_„ 
*„_,  pourra  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  e,  et  l'on  prouvera,  comme 
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dans  l'exemple  précédent,  que  sa  facilité  doit  être  supposée  constante 
et  égale  à  l'unité  dans  cet  intervalle,  et  qu'elle  doit  être  supposée  null<i 
depuis  tn_i  =  e  jusqu'à  tn_t  =  oo;  d'où  l'on  conclura,  comme  dan^  ce 
même  exemple, 

n„_,(MII_1)  =  i  —  ie. 

La  formule  (C)  de  l'article  VIII  deviendra  ainsi 

et  l'on  aura  la  probabilité  cherchée  en  changeant  dans  le  développe- 
ment de  cette  quantité  un  terme  quelconque  tel  que  "kl^s2"'2  en 

^ — r     _  t  >  ce  qui  donne  pour  l'expression  de  cette  probabilité 

—  (2/1  —  2)  [(s  —  A)2"-2—  (s  —  h  —  e)2"-2] 
i.a.3...(an-a)  j      +  (a  *  -  a)  (a  w -3)  ^  _  2  A)2n_s_  {s_2h_  ep«-i] 


en  ayant  soin  de  rejeter  les  termes  multipliés  par  (s  —  pO2"-2  lorsque 
s  —  [x  est  négatif. 

Je  dois  observer  ici  que  M.  de  la  Grange  a  déjà  résolu  le  problème 
où  l'on  se  propose  de  trouver  la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs 
de  plusieurs  observations  sera  comprise  dans  des  limites  données, 
lorsque  la  loi  de  facilité  de  ces  erreurs  est  exprimée  par  une  fonction 
rationnelle  et  entière  de  ces  erreurs,  d'exponentielles,  de  sinus  et  de 
cosinus  (voir  le  Tome  V  des  Mémoires  de  Turin,  p.  221)';  sa  méthode 
est  très  ingénieuse  et  digne  de  son  illustre  auteur;  mais  la  précé- 
dente a,  si  je  ne  me  trompe,  l'avantage  d'être  plus  directe  et  plus 
générale,  en  ce  qu'elle  réduit  la  solution  du  problème  aux  quadra- 
tures des  courbes,  quelle  que  soit  la  loi  de  facilité  des  erreurs  éH 
observations. 
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XI. 

Voyons  maintenant  l'usage  que  l'on  peut  faire  de  la  théorie  précé- 
dente dans  la  solution  des  problèmes  relatifs  à  un  nombre  n  —  i  de 
joueurs  dont  on  ne  connaît  que  la  possibilité  des  adresses.  Soient 

t,  tK ,  . . . ,  tn_2  les  adresses  absolues  des  joueurs  ; 
A,  ht ,  h.2,  ...  les  plus  petites  valeurs  de  t,  tt ,  ...  ; 
h',  h\,  h[2,  ...  leurs  plus  grandes  valeurs  ; 

si  l'on  fait 

h' -h  h[ -t-  h^ -±- . .  .  —  s 
et 

t  -4-  <|H-, ,  .'■+■  tns  =  s  —  tn-u 

la  variable  tn_s  pourra  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à 

h'—  h-hh'i  —  Aj  +  . . .; 

la  loi  de  sa  possibilité  doit  être  supposée  constante  et  égale  à  l'unité 
dans  cet  intervalle,  et  nulle  au  delà  jusqu'à  tn_,  =  00;  de  plus,  il  est 
clair  que  les  adresses  respectives  des  joueurs  seront 


S         f/j— i  S         ^/i  — 1  S  —  tn  —  l 

On  cherchera  donc,  par  les  méthodes  connues  de  l'analyse  des  hasards, 
la  solution  du  problème  proposé,  en  partant  de  ces  adresses  respec- 
tives, et  l'on  arrivera  à  un  résultat  qui  sera  une  fonction  de 


En  y  substituant,  au  lieu  de  s,  sa  valeur,  cette  fonction  sera  celle  que 
nous  avons  désignée  par  ty(t,  *,,  t2,  .  . .)  dans  le  problème  de  l'ar- 
ticle VII;  il  ne  s'agira  plus  ensuite  que  de  chercher  par  la  méthode 
de  ce  problème  la  somme  de  toutes  les  valeurs  dont  cette  fonction  est 
susceptible,  multipliées  par  leurs  probabilités,  et  cette  somme  sera  le 
résultat  demandé  :  il  ne  reste  plus,  comme  on  voit,  dans  ce  genre  de 


MÉMOIRE  SUR  LES  PRORARILITÉS.  409 

problèmes,  que  les  difficultés  inévitables  de  l'analyse,  difficulté*  qui 
deviennent  beaucoup  moindres  si  l'on  suppose  que  la  loi  de  possibi- 
lité des  adresses  est  la  même  pour  tous  les  joueurs. 

XII. 

Cette  loi  ne  peut  être  connue  que  par  une  longue  suite  d'observa- 
tions, et  le  plus  souvent  les  circonstances  ne  permettent  pas  de  les 
faire;  on  ne  peut  suppléer  à  cette  ignorance  que  par  le  choix  des  fonc- 
tions les  plus  vraisemblables;  l'analyse  des  hasards,  qui  n'est  en  elle- 
même  que  l'art  d'apprécier  les  vraisemblances,  doit  donc  nous  guider 
dans  ce  choix  :  examinons  ce  qu'elle  peut  nous  fournir  de  lumière 
sur  cet  objet. 

Nous  observerons  d'abord  que,  s'il  est  difficile  de  connaître  par  l'ob- 
servation la  loi  de  facilité  des  adresses  des  joueurs,  il  est  beaucoup 
plus  aisé  d'en  connaître  les  limites;  car  supposons  que  l'on  ait  observé 
la  plus  grande  inégalité  de  ces  adresses,  et  que  l'on  ait  trouvé  que  le 
rapport  de  l'adresse  du  joueur  le  plus  fort  au  joueur  le  plus  faible 
est  m,  en  nommant  h  la  plus  petite  adresse  des  joueurs  et  h'  la  plus 

grande,  on  aura 

h' 

or,  si  l'on  nomme  i  l'adresse  moyenne  et  x  l'excès  de  h'  sur  cette 
adresse,  on  aura 


donc 

d'où  l'on  tire 

partant 


i  -+-  x  =  h\  i  —  x  —  h; 


i  H-  x 
=  m, 


m  —  i 

x  = 

m  ■+-  i 


,2                                     im 
h=z et         h'= 

m  -i-  i  m  -+- 1 


Maintenant,  la  loi  de  possibilité  des  adresses  étant  nulle  au  delà  des 

OF.iwret  de  L.  —  IX.  5a 
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limites  h  et  h\  il  est  très  vraisemblable  qu'elle  va  en  croissant  depuis 
ces  limites  jusqu'au  milieu  de  l'intervalle  qui  les  sépare  et  qu'elle  est 
la  même  de  chaque  côté  de  ce  milieu.  Voilà  donc  une  condition  à 
laquelle  on  doit  assujettir  la  fonction  dont  on  fera  choix;  mais  cette 
fonction  reste  encore  très  indéterminée,  et,  comme,  parmi  celles  qui 
peuvent  satisfaire  à  la  condition  précédente,  on  n'a  aucune  raison 
d'en  préférer  une,  il  faut  prendre  une  fonction  moyenne  entre  toutes 
ces  fonctions  :  la  question  est  ainsi  réduite  à  déterminer  cette  fonc- 
tion moyenne. 

Pour  cela,  soient  ia  l'intervalle  compris  entre  les  deux  limites  et  x  la 
distance  du  milieu  de  cet  intervalle  à  un  point  quelconque  pris  de  l'un 
ou  de  l'autre  côté  de  ce  milieu  ;  si  l'on  élève  à  ce  point  une  ordonnée  y, 
qui  représente  la  probabilité  de  x,  on  aura  une  courbe  renfermée  entre 
les  deux  limites,  et,  la  valeur  de  x  devant  nécessairement  tomber  dans 
cet  intervalle,  la  surface  de  cette  courbe  sera  égale  à  l'unité,  en  sorte 
que,  depuis  le  milieu  jusqu'à  l'une  des  limites,  cette  surface  sera  {;  on 
peut  donc  concevoir  cette  quantité  £  partagée  dans  un  nombre  infini 
de  parties  égales  distribuées  au-dessus  des  différents  points  de  l'inter- 
valle a;  par  la  condition  du  problème,  cette  répartition  doit  être  telle 
qu'il  y  ait  d'autant  moins  de  ces  parties  au-dessus  de  chaque  point 
qu'il  s'éloigne  davantage  du  milieu;  toutes  les  combinaisons  dans  les- 
quelles cela  existe  sont  également  admissibles,  et  l'on  aura  l'ordonnée 
moyenne  qui  en  résulte  pour  l'abscisse  x,  en  prenant  la  somme  de 
toutes  les  ordonnées  y  relatives  à  chaque  combinaison  et  en  la  divi- 
sant par  le  nombre  de  ces  combinaisons. 

Supposons  d'abord  le  nombre  des  points  de  l'intervalle  a  fini  et 
égal  à  n,  et  nommons  s  le  nombre  infini  de  parties  qu'il  faut  distri- 
buer au-dessus  de  ces  points,  en  observant  la  condition  précédente; 
soient,  de  plus,  z  l'ordonnée  relative  au  /iiènie  point;  z  -\-  zi  l'ordon- 
née relative  au  (n  —  i)ième  point;  z  ■+-  z{  -+-  z2  l'ordonnée  relative  au 
(n  —  2)ième  point,  et  ainsi  de  suite,  en  sorte  que  l'ordonnée  rela- 
tive au  premier  point  ou  au  point  du  milieu  de  l'intervalle  ia  soit 
z  -f-  s,  -h ...  H-  -rt-i  :  il  est  visible  que  z,  zlt  s2,  . . . ,  zn_K  seront  né- 
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cessairemont  positifs  et  que  l'on  aura 

nz  -+-  (n  —  i)*,  -+-  (n  —  2)^  4-. .  .-+-  z„-t  =  s. 
Soit 

nz  =  t,        (n  —  i)s,=  /i,        Cn  — a)«t='ftî        ...,        *,  t  =  *„_,, 
l'équation  précédente  deviendra 

^  H-  £,  4-  £2  -f-  .  .  .  -+-  £„_,  —  s; 

les  variables  t,  /,,  t2,  ...  pourront  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  s,  et 
l'ordonnée  relative  au  riètne  point  sera 

i  H h | h h  ...  -h  —  • 

n        n  —  1         n  —  2  /■ 

Il  faut  conséquemment  déterminer  la  somme  de  toutes  les  variations 
que  peut  recevoir  cette  quantité  et  la  diviser  par  le  nombre  de  ces 
variations  :  or  il  est  visible  que  ce  problème  rentre  dans  celui  de  l'ar- 
ticle VII;  que  la  quantité  que  nous  y  avons  nommée  <(/(;,/,, /a, ...) 
est  ici 

tn-, 


+  3--'- 


n        n  —  1  /• 


que  les  quantités  q  et  q'  sont  ici  o  et  s,  et  que  la  loi  de  facilité  des 
variations  de  t  doit  être  supposée  égale  à  une  constante  b  et  la  même 
que  pour  /,,  *», On  aura  donc,  dans  le  cas  présent, 

r(  11,  «„  m„  ...)  =  -  h — - — h ...  -h  -= — 1 1 — h ...  -h  -JLJ- , 

n        n  —  1  r  n        n  —  1  / 

n(«)  =  n1(«1)  =  n2(aî)=...  =  *(«-^); 

mais,  comme  il  faut  distinguer  les  limites  o  ets,  qui  appartiennent  aux 
variables  t,  tt ,  . . . ,  tn_r,  afin  d'assigner  à  k,  kt ,  . . . ,  kn_r  les  valeurs  qui 
leur  conviennent,  nous  représenterons  par  c\  s',  c",  s",  c"\  s'",  . . .  ces 
limites.  Cela  posé,  la  formule  (B)  de  l'article  VIII  donnera  pour  rl(s) 


/. 

■+■ 

n  —  1 

-t-  - 
n 

—  2 

4-. 

.  .4- 

kn-r 

"' 4- 

1 

4- 

1 

-t- 

.. 

.4- 

1 

Il 

n 

— 

1 

s' 

X 

1 . 

h"  i  1 

2.3. 

—  1 

-  /* 

) 

•)(K 

r-i"). 

1 

.>. 

.a 

// 
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Il  faut  ensuite,  dans  le  développement  de  cette  quantité,  substituer 
pour  k  la  partie  de  l'exposant  de  /  qui  dépend  de  c'  et  de  s';  pour  k{ ,  la 
partie  de  cet  exposant  qui  dépend  de  c"  et  de  s",  etc.;  diminuer  s  de 
l'exposant  entier  de  /,  et  rejeter  ce  terme  toutes  les  fois  que  cet  expo- 
sant, ainsi  diminué,  sera  négatif;  enfin  supposer 

o  =  c'—  c"=  c'"= , . . ,        s  =  s'—s"=...         et        /  =  i. 
La  quantité  précédente  se  réduira  ainsi  à  cette  formule  très  simple 

bnsn 


i .  2 . 3 . .  .  n  V  n 


ft 


en  divisant  cette  quantité  par  le  nombre  de  toutes  les  combinaisons, 
qui  ne  peut  être  une  fonction  de  n,  on  aura,  pour  l'ordonnée  moyenne 
correspondante  au  rieme  point, 


N    -  ■+ 


n        n  —  i  r 

N  étant  fonction  de  n. 

Supposons  maintenant  que  les  nombres  n  et  r  deviennent  infinis, 
que  le  ru'me  point  réponde  à  l'abscisse  x'et  le  nicme  point  à  l'abscisse  a, 
on  aura,  comme  l'on  sait, 

ii  i  .  n  a 

— h  - — —  -+-. . . -+-  -  —  losn  —  logr  =  log-  =  log-: 

donc  l'ordonnée  moyenne  y  qui  répond  à  l'abscisse  x  est  N  log-;  on 

déterminera  N,  en  observant  que  l'on  doit  avoir  )Ndx\og-  =  -» 
l'intégrale  étant  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  a,  ce  qui  donne 


partant 


i    ,      a 

y—  —  log-' 


11  faut  observer  que  cette  équation  doit  être  supposée  la  même,  x  étant 
positif  ou  négatif,  ce  qui  revient  à  supposer  ici  les  logarithmes  des 
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quantités  positives  égaux  aux  logarithmes  des  quantités  négatm •>. 
c'est-à-dire  logfx  =  log(—  f/.). 

XIII. 

Telle  est  l'équation  dont  il  faut  faire  usage  lorsqu'on  n'a,  relative- 
ment à  la  possibilité  des  valeurs  de  x,  d'autres  données,  si  ce  n'est 
qu'elle  est  d'autant  moindre  que  ces  valeurs  sont  plus  grandes  :  or 
c'est  ce  qui  a  lieu  dans  un  grand  nombre  de  circonstances.  Suppo- 
sons, par  exemple,  qu'il  s'agisse  du  véritable  instant  d'un  phénomène 
observé  par  plusieurs  observateurs;  chacun  d'eux  peut  aisément  fixer 
la  plus  grande  erreur  dont  son  observation  est  susceptible,  soit  en 
plus,  soit  en  moins,  en  prenant  pour  cette  limite  la  moitié  du  plus 
grand  intervalle  qu'il  peut  supposer  entre  deux  observations  sembla- 
bles, sans  les  rejeter  comme  mauvaises;  cet  intervalle  est  ce  que  nous 
avons  nommé  ia-,  il  dépend  de  l'adresse  de  l'observateur,  de  la  boule 
de  ses  instruments  et  de  la  précision  dont  l'observation  dont  il  s'agit 
est  susceptible,  et  il  doit  être  supposé  le  même  pour  tous  les  observa- 
teurs, si  l'on  n'a  aucune  raison  de  préférer,  sous  ce  point  de  vue,  une 
observation  à  une  autre.  Maintenant,  il  est  naturel  de  penser  que  ie> 
mêmes  erreurs,  en  plus  et  en  moins,  sont  également  probables  et  que 
leur  facilité  est  d'autant  moindre  qu'elles  sont  plus  grandes;  si  l'on 
n'a  aucune  autre  donnée,  relativement  à  leur  facilité,  on  retombe  évi- 
demment dans  le  cas  du  problème  précédent  :  il  faut  donc  supposer 
alors  la  possibilité,  tant  de  l'erreur  positive  x,  que  de  l'erreur  néga- 
tive —  x,  égale  à  —  log-;  et  c'est  cette  loi  de  possibilité  dont  il  faut 

partir,  dans  la  recherche  du  milieu  que  l'on  doit  choisir  entre  les 
résultats  de  plusieurs  observations. 

Lorsqu'il  s'agit  des  adresses  des  joueurs,  on  a  (art.  XII)  ia  =  h'  —  h; 
l'adresse  t  d'un  joueur  quelconque  est  égale  à  i  ±x  :  la  possibilité 
de  t,  depuis  /  =  h  jusqu'à  /  =  h\  sera  donc  représentée  par 

i     .      /*'-  h 

T, T   lOS 


It 
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pourvu  que  l'on  fasse  les  logarithmes  des  quantités  négatives  égaux 
aux  logarithmes  des  quantités  positives.  En  appliquant  à  ce  cas  les 
formules  de  l'article  VII,  on  aura 

q  =  h,       g'=  h', 

<p'(0  +  ?(0=o        ou        9y)=J-^\0SAZL±; 

on  doit  supposer  d'ailleurs  cette  loi  de  possibilité  la  même  pour  les 
adresses  de  tous  les  joueurs  :  on  aura  ainsi  toutes  les  données  néces- 
saires à  la  solution  des  problèmes  que  l'on  peut  se  proposer  relati- 
vement à  un  nombre  quelconque  de  joueurs;  et,  en  appliquant  à  ces 
données  l'analyse  de  l'article  VII,  on  parviendra  au  seul  résultat  qui 
convienne  à  l'état  d'ignorance  où  nous  nous  supposons  relativement  à 
la  facilité  des  adresses  des  joueurs. 

XIV. 

La  théorie  précédente  suppose  que  l'on  n'a  aucune  raison  d'attri- 
buer à  l'un  des  joueurs  plus  d'adresse  qu'aux  autres,  ce  qui  est  vrai 
lorsque  le  jeu  commence;  mais,  à  mesure  que  les  parties  se  succèdent 
et  que  les  événements  du  jeu  se  multiplient,  on  acquiert  de  nouvelles 
lumières  sur  leurs  forces  respectives,  en  sorte  qu'elles  seraient  exac- 
tement connues  si  le  nombre  des  parties  était  infini,  comme  nous  le 
démontrerons  dans  la  suite  :  les  adresses  des  joueurs  et,  plus  généra- 
lement, les  différentes  causes  des  événements  sont  ainsi  liées  à  leur 
existence  par  des  lois  qu'il  est  très  important  de  bien  connaître,  et, 
sous  ce  point  de  vue,  on  ne  peut  douter  que  les  événements  passés 
n'influent  sur  la  probabilité  des  événements  futurs.  Examinons  cette 
influence  et  la  manière  dont  on  doit  en  tenir  compte. 

Pour  cela,  nommons  E  l'événement  déjà  passé;  e  l'événement  futur 
dont  on  propose  de  calculer  la  probabilité  P;  E  -h  e  un  événement 
composé  de  l'événement  E  arrivant  le  premier  et  de  l'événement  e 
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arrivant  ensuite.  Si  l'on  détermine  par  la  théorie  précédente  et  Mllfl 
avoir  égard  aux  événements  passés  la  probabilité  de  l'événement  E  et 
celle  de  l'événement  E  h-  e;  que  l'on  nomme  V  la  première  de  ces  pro- 
babilités et  v  la  seconde,  il  est  clair  que  cette  dernière  probabilité  v 
sera  égale  à  la  probabilité  de  l'événement  E,  multipliée  par  la  proba- 
bilité cherchée  P,  que,  E  ayant  déjà  eu  lieu,  l'événement  e  lui  succé- 
dera; on  aura  ainsi  PV=  v,  ce  qui  donne 


La  méthode  précédente  s'applique  donc  également  au  cas  où  l'on  a  égard 
aux  événements  passés,  et  il  n'en  résulte  qu'un  calcul  plus  composé. 

Lorsque  la  possibilité  des  événements  est  connue  a  priori  et  par  la 
nature  même  des  causes  qui  les  produisent,  comme  la  possibilité 
d'amener  une  face  donnée  d'un  dé  dont  la  matière  est  homogène  et 
dont  les  faces  sont  parfaitement  égales,  la  probabilité  v  de  l'événement 
E  -+-  e  se  détermine  en  calculant  séparément  les  probabilités  de  E  et 
de  e,  et  en  les  multipliant  l'une  par  l'autre,  en  sorte  que  la  valeur  de  P 
est  égale  à  la  probabilité  de  e.  Il  suit  de  là  que  les  événements  passés 
n'ont  alors  aucune  influence  sur  la  probabilité  des  événements  futurs; 
on  peut  s'en  assurer  d'ailleurs,  en  observant  que,  quels  que  soient  les 
événements  déjà  arrivés,  leur  possibilité  absolue  reste  toujours  la 
même,  ce  qui  rend  la  considération  du  passé  entièrement  inutile 
lorsque  cette  possibilité  est  exactement  connue;  mais  il  n'en  est  pas 
ainsi  quand  elle  ne  l'est  pas;  car  il  est  visible  que  les  événements 
passés  doivent  rendre  plus  ou  moins  probables  les  différentes  valeurs 
qu'on  peut  lui  supposer,  suivant  qu'elles  leur  sont  plus  ou  moins  favo- 
rables. Cette  remarque  nous  conduit  naturellement  à  déterminer  la 
probabilité  des  causes  prise  des  événements. 

XV. 

Supposons  qu'un  événement  donné  ne  puisse  être  produit  que  par 
les  n  causes  A,  A',  ...,  A(w_,);  soient  x  la  probabilité  qui  en  résulte 
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pour  l'existence  de  A;  x'  celle  de  l'existence  de  A';  x"  celle  de  l'exis- 
tence de  A",  etc.  Si  l'on  nomme  a,  a',  a",  ...  les  probabilités  que  les 
causes  A,  A',  A",  . . .,  étant  supposées  exister,  produiront  l'événement 
dont  il  s'agit,  il  est  clair  que  la  probabilité  d'un  second  événement 
semblable  au  premier  sera  égale  au  produit  de  a  par  la  probabilité  x 
de  la  cause  A,  plus  au  produit  de  a'  par  la  probabilité  x'  de  la  cause  A', 
plus  etc.;  d'où  il  suit  que  l'on  aura 

ax  -+■  a'x'-+-  a"  x"-\- .  . . 

pour  cette  probabilité;  on  trouvera,  de  la  même  manière, 

a%x  -f-  a'2x'+  a'^x1'-^- .  .  . 

pour  la  probabilité  de  deux  événements  consécutifs  semblables  au 

premier; 

a3x  +  a'*x'-+-  a"3x"-h  .  .  . 

pour  la  probabilité  de  trois  événements  consécutifs  semblables,  et 
ainsi  de  suite.  On  aura,  par  l'article  précédent,  ces  mêmes  probabi- 
lités, en  cherchant  a  priori  les  probabilités  de  deux,  de  trois,  de 
quatre,  etc.  événements  consécutifs,  et  en  les  divisant  par  la  probabi- 
lité du  premier;  or  la  probabilité  d'un  premier  événement  esta  ou  a', 
ou  a",  etc.  suivant  que  la  cause  A  ou  la  cause  A',  ou  etc.  existe;  ce  qui 
donne 

I(fl  +  fl'+fl'+. . .) 


a 


pour  cette  probabilité.  Pareillement,  les  probabilités  de  deux,  de 
trois,  etc.  événements  semblables  sont 

I(«i4->^«**-K..y,     i(a3+a,3-h«"3-t-...),      ...; 
n  n 

donc  les  probabilités  qu'un  premier  événement  ayant  déjà  eu  lieu,  il 
sera  suivi  d'un  ou  de  deux,  etc.  événements  semblables,  sont 

q.2+^+aff!!  +  ...        fl3  +  a'3+a'/3  +  ... 
a -h  a' -h  a" -h...    *        a -±- a' -h  a" -i- .  .  .    * 
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En  égalant  ces  probabilités  aux  précédentes,  on  aura 


,'     -v.'  I         s.»    ~J> 


ax  -+-  a' x'  -h  a  x    H-.  .  .= 


fl  +  fl'+o'+. . 


i.    /        »,    »  a3 -4- a'3 -+- a"3 -+- , 


a  H-  a' +  a"+. 


on  formera  n  —  i  équations  semblables,  et,  en  les  combinant  avec 
l'équation 

X  -+■  x'-\-  x"-*r  .  •  .=  J, 

qui  résulte  de  la  supposition  que  l'événement  ne  peut  être  produit  que 
par  les  n  causes  A,  A',  A",  . . . ,  on  aura  en  tout  n  équations  du  premier 
degré,  qui  serviront  à  déterminer  x,  x' ,  x",  ...;  or  il  est  visible  que 
l'on  y  satisfera  en  faisant 


X 

= 

a 

a  -h  a' -h  a" 
a' 

'+../ 

a  -+-  a'-h  a' 

> 

-h.  •  . 

d'où  il  suit  que,  pour  avoir  la  probabilité  de  l'existence  d'une  cause 
quelconque  Ain  résultante  d'un  événement  donné,  il  faut  déterminer 
la  probabilité  a{r)  que  cette  cause  ayant  lieu  produira  cet  événement, 
et  diviser  cette  probabilité  par  la  somme  des  probabilités  semblables 
a,  a',  a",  . . .  relatives  à  toutes  les  causes  qui  peuvent  le  produire. 

XVI. 

Pour  appliquer  cette  théorie  et  pour  faire  sentir  par  un  exemple 
fort  simple  l'influence  des  événements  passés  sur  la  probabilité  de 
ceux  qui  suivent,  considérons  deux  joueurs  A  et  B  dont  les  adre 
soient  inconnues;  il  est  infiniment  peu  vraisemblable  qu'elles  seront 

parfaitement  égales.  Soient  donc la  plus  grande  et  -^—  la  plus 

petite;  si  l'on  cherche  la  probabilité  P  que  A  gagnera  les  deux  pre- 

OF.tivres  de  L.  —  IX.  53 
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mières  parties,  on  aura,  par  l'article  II, 

p--ir> 

en  sorte  qu'il  y  a  de  l'avantage  à  parier  i  contre  3  que  cela  aura  lieu  ; 
mais,  si  l'on  cherche  la  probabilité  que  B  ayant  déjà  gagné  la  première 
partie,  A  gagnera  les  deux  suivantes,  il  est  visible  que  la  valeur  pré- 
cédente de  P  est  trop  considérable,  puisqu'il  y  a  une  raison  de  croire 
que  l'adresse  de  B  est  la  plus  grande.  En  effet,  si  l'on  considère  chaque 
adresse  comme  une  cause  particulière  de  l'événement,  la  probabilité 

que  l'adresse  de  B  est  sera,  par  l'article  précédent,  égale  à  la 

probabilité  que  B  ayant  cette  adresse  gagnera  la  première  partie, 
divisée  par  la  somme  des  probabilités  qu'il  la  gagnera  en  ayant  suc- 
cessivement les  adresses  - — -  et    ~    :  d'où  l'on  tire  ^^  pour  cette 

2  2  2  r 

probabilité. 

Pour  déterminer,  dans  ce  cas,  la  valeur  de  P,  on  observera  que 
l'événement  que  nous  avons  nommé  E  dans  l'article  XIV  est  ici  le 
gain  de  la  première  partie  par  B,  et  que  l'événement  e  est  le  gain  des 
deux  parties  suivantes  par  A;  la  probabilité  V  de  l'événement  E  est 
donc  — —  ou  — -^—,  suivant  que  la  plus  grande  ou  la  plus  petite 
adresse  appartient  à  B,  ce  qui  donne,  en  prenant  la  moitié  de  la 
somme  de  ces  deux  valeurs,  V  =  ^;  pareillement,  la  probabilité  v 
de  l'événement  E  +  e  est  égale  à  I^^-kîY  ou  à  t±^/JLz£V; 

partant 

i  —  a2 

donc 

P_  v  _  *-«*. 

il  y  a  donc  du  désavantage  à  parier  i  contre  3  que  A  gagnera  les  deux 
parties  suivantes,  en  sorte  que  l'inégalité  des  adresses  qui,  dans  le 
premier  cas,  favorise  celui  qui  parie  conformément  au  Calcul  ordi- 
naire des  probabilités,  lui  est  défavorable  dans  celui-ci. 
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On  trouvera  de  la  même  manière  que,  B  ayant  déjà  gagné  la  pre- 
mière partie,  la  probabilité  P  que  A  gagnera  les  n  suivantes  est 

Si  a  est  peu  considérable,  on  a  à  très  peu  près 

or,  toutes  les  fois  que  n  surpassera  3,  cette  quantité  sera  plus  grande 
que  la  probabilité  —  que  donne  la  supposition  des  adresses  égales; 
d'où  il  résulte  que,  dans  ce  cas,  quoiqu'il  soit  probable  que  A  esl 
le  joueur  le  plus  faible,  cependant  la  probabilité  qu'il  gagnera  les 
n  parties  suivantes  est  plus  grande  que  si  l'on  supposait  A  et  B  de 
forces  égales. 

XVII. 

Lorsqu'on  n'a  aucune  donnée  a  priori  sur  la  possibilité  d'un  évé- 
nement, il  faut  supposer  toutes  les  possibilités,  depuis  zéro  jusqu'à 
l'unité,  également  probables;  ainsi,  l'observation  pouvant  seule  nous 
instruire  sur  le  rapport  des  naissances  des  garçons  et  des  filles,  on 
doit,  à  ne  considérer  la  chose  qu'en  elle-même  et  abstraction  faite  des 
événements,  supposer  la  loi  de  possibilité  des  naissances  d'un  garçon 
ou  d'une  fille  constante  depuis  zéro  jusqu'à  l'unité,  et  partir  de  cette 
hypothèse  dans  les  différents  problèmes  que  l'on  peut  se  proposer  sur 
cet  objet. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  observé  que,  sur  p-hq  enfant», 
il  est  né  p  garçons  et  q  filles,  et  que  l'on  cherche  la  probabilité  P  que, 
sur  m  -h  n  enfants  qui  doivent  naître,  il  y  aura  m  garçons  et  //  filles; 
si  l'on  nomme  x  la  probabilité  qu'un  enfant  qui  doit  naître  sera  un 
garçon,  et  i  —  x  celle  qu'il  sera  fille,  en  désignant 

i.2.3...(/?h-<7) 
i .  i .  3 . .  .p .  i .  2 . 3 . . .  q 
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par  X,  on  aura 

Ixp(i  —  x)i 

pour  la  probabilité  que,  sur  p  -+-  q  enfants,  il  y  aura/?  garçons  et 
q  filles;  cet  événement  est  celui  que  nous  avons  nommé  E  dans  l'ar- 
ticle XIV.  Pareillement,  si  l'on  désigne  par  y  le  produit 

I.2.3.  .  .(m  -+-  n) 


i .  2 . 3 . . .  m .  i .  2 . 3 . . .  n 

on  aura 

ylxP+rn(i  —  x)i+" 

pour  la  probabilité  que,  sur  p  -h  q  enfants  qui  naîtront  d'abord,  il  y 
aura  p  garçons  et  q  filles,  et  que,  sur  m  -h  n  enfants  qui  naîtront 
ensuite,  il  y  aura  m  garçons  et  n  filles;  cet  événement  est  celui  que 
nous  avons  nommé  E  -h  e  dans  l'article  cité.  Maintenant,  x  étant  sus- 
ceptible de  toutes  les  valeurs  depuis  x=.o  jusqu'à  x  =  i,  et  toutes 
ces  valeurs  étant  a  priori  également  probables,  il  faut,  pour  avoir  la 
véritable  probabilité  de  E,  multiplier  \xp(i  —  x)q  par  adx,  a  étant 
constant,  et  prendre  l'intégrale  X  f  axp(i  —  x)i dx  (depuis  x  =  o 
jusqu'à  x  =  i);  la  valeur  de  a  se  déterminera  en  observant  que,  x 
devant  nécessairement  tomber  entre  o  et  i,  on  a 

f  a  dx  =  i , 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x  ==  o  jusqu'à  #  =  i,  ce  qui  donne  a  =  i. 
On  aura  semblablement 

ly  CxP+"l{\  —  x)i+n  dx 

pour  la  probabilité  entière  de  l'événement  E  -f-  e;  donc  la  probabilité 
cherchée  P,  que,  sur  m  +  n  enfants  qui  doivent  naître,  il  y  aura  m  gar- 
çons et  n  filles,  sera,  par  l'article  XIV, 

y  f'xP+m(i  —  x)i+n  dx 
V^-^-T. y 

j  xp(i  —  x)i  dx 

les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  prises  depuis 
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x  =  o  jusqu'à  x  =  i .  Cette  condition  donne 

fxP(\  —  x)idx=- i . a .    . . . 7 ^^ 

/  'j.  jm-jr  (  !  _  ^  W+«  dx  =  1.2.3.  ..(7  +  W> 

■-'  (/>  -+-  m  +  i)(/)  +  m  4-  2).  .  .(/>  4- 7  + m  4-  n  4-0 

ce  qui  change  l'expression  de  P  dans  celle-ci 

Q  p         (<7  +  0(7  +  a)...(74-/QO  +  0(;?  +  a)...(/>4-m) 

(/»  +  7  +  a)(/?  +  7  +  3)..  .(/>4-7  +  /w  +  «-h0 

Or  on  a,  comme  l'on  sait, 

log(i  .2 .3.  .  .M)  =j  logaT:  +  (M  +  \)  logu  _  «T4-  -i-  -  ^i-j  +  .  .  . . 

ce  qui  donne  à  très  peu  près,  lorsque  u  est  considérable, 

i 
i  .2.3. .  .u  =  yiTzu      ie~u, 

-  étant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon  et  e  le  nombre 
dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité;  donc,  si  l'on  suppose  p 
et  q  de  très  grands  nombres,  on  aura 


/  w  n        /  v         1.2.3.  .  .(7  4-/0         (?  +  »)' 

(7  +  0(9  +  2). ..(7  +  »)  — 


f+a+3 


(/> 

1          ~      » 
4-  q  +  m  +  »  ) 

(P*ff**J 

I  .2.3.  .  .7  7  +  - 

?    2 

1 

p  +  m+- 

(/>  +  i)(JP  +  a)---(/>4-w0  =  — S e- 


(p  +  7  +  0-  •  •(i9  +  9  +  m  +  w) 


En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  P,  et  en  observant  que 
l'on  a  à  très  peu  près 

p  4-  7 + 1         _        p  +  q 
/>4-7  +  /m  +  «  +  i        /)  +  ç  +  /n  +  « 

elle  deviendra 

1  3  1 

.<7  +  /»  +  5/  xP-|-7  +  ;/  \P+m+ï 

^  p_v(7-+-*)  '(/>  +  ?)  '(/>  +  m)  ' 

P  +  5    1+1/  p-hq  +  m  +  n+- 

P        q      '(/>  +  ?  +  m  +  n) 
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Si  [t.  et  s  sont  de  très  petits  nombres  par  rapport  kp  et  à  q,  on  a 


=  (/>  + *)  (  ^  +  i°ëp)  =  p  +  (/>  -+- 0  lQg/>  ; 


donc 

(/?  +  p  )*-»-*  =  />/»-'-*  el4; 

partant,  si  m  et  w  sont  très  petits  relativement  à/?  et  g,  on  a 

i  i 

.  q  +  n  H-  -  <7-t-  n  -+-  - 

{q  +  n)q  *=enqq  \ 

i  i 

(p-\-m)  *=:emp  2, 

3  I 

(jp  +  gr  +  m  +  nf     '  2  =  c«+»  (  p  +  7  )'  2, 

d'où  l'on  tire 


(p  +  q)' 
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Cette  valeur  de  P  est  la  même  que  celle  à  laquelle  on  parviendrait 
en  supposant  les  possibilités  des  naissances  des  garçons  et  des  filles 
dans  le  rapport  dep  à  q;  d'où  il  est  naturel  de  conclure  que  ces  possi- 
bilités sont  à  très  peu  près  dans  le  même  rapport,  et  qu'ainsi  la  vraie 

possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon  est  très  approchante  de  — - — ; 
ce  n'est  pas  que,  absolument  parlant,  elle  ne  puisse  avoir  une  valeur 
bien  différente,  mais  l'expression  — - —  et  celles  qui  en  sont  très  voi- 
sines sont  incomparablement  plus  probables  que  les  autres,  et  l'on 
peut  énoncer  ainsi  la  conclusion  précédente  : 

Si  l'on  désigne  par  0  une  quantité  fort  petite  et  par  P  la  probabilité 
que  la  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon  est  comprise  dans  les 

limites  ~ 9  et  — - h  0,  la  valeur  de  P  différera  d'autant  moins 

p+q  p+q 

de  la  certitude  ou  de  l'unité  que/?  et  q  seront  de  plus  grands  nombres, 
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et  l'on  peut  tellement  faire  croître/?  et  q  que  la  différence  de  Pà  l'unité 
soit  moindre  qu'aucune  grandeur  donnée,  quelque  petit  que  0  soif 
d'ailleurs. 

On  voit  par  là  comment  les  événements,  en  se  multipliant,  nous 
indiquent  d'une  manière  de  plus  en  plus  probable  leur  possibilité 
respective;  mais,  comme  le  théorème  précédent  n'est  vrai  que  dans 
l'infini  et  que  la  valeur  de  P  diffère  toujours  un  peu  de  l'unité  lorsque 
p  et  q  sont  des  nombres  finis,  il  est  intéressant  de  connaître  cette  dif- 
férence, et  pour  cela  nous  allons  donner  l'expression  de  P  par  une 
suite  très  convergente  que  nous  verrons  se  réduire  à  l'unité,  lorsque 
p  et  q  sont  infinis,  et  qui  nous  fournira,  de  cette  manière,  une  démon- 
stration directe  et  rigoureuse  du  théorème  dont  il  s'agit. 

Soient  x  la  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon  et  i  —  x  celle  de 

la  naissance  d'une  fille;  la  probabilité  que,  sur/?  +  q  enfants,  il  y  aura 

p  garçons  et  q  filles,  sera,  comme  on  l'a  vu  dans  l'article  précédent,  égale 

à  \xp{\  —  x)q;  or,  si  l'on  regarde  x  comme  une  cause  particulière  de 

fxP(i  —  œ)i  dx 

cet  événement,  '— - : sera,  par  l'article  XV,  la  probabilité  de 

j  xp{\  —  x)i  dx 

cette  cause,  pourvu  que  l'intégrale  du  dénominateur  soit  prise  depuis 

x  =  o  jusqu'à  x  —  i  ;  donc  la  probabilité  P,  que  x  sera  contenu  dans 

fxP(i  —  x)idx 

des  limites  données,  sera  ^- >  pourvu  que  l'intégrale  du 

f  xp(ï  —  x)i  dx 

numérateur  ne  soit  prise  que  dans  l'étendue  de  ces  limites;  la  ques- 
tion est  ainsi  réduite  à  déterminer,  dans  ce  dernier  cas,  la  valeur  de 
fxp(i  —  x)q dx,  lorsque/?  et  q  sont  de  très  grands  nombres. 
Soit  y  s=s  xp(i  —  x)q,  on  aura 

x(i  —  x) 

ydx— 7 r—  dy, 

p  —  iP  +  9)* 

et  si  l'on  fait  p-es  i»  q  s  fi,  a  étant  une  fraction  extrêmement  pelito. 
puisque/?  et  q  sont  très  considérables,  on  aura 

ydx  =  <xzdy, 
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z  étant  égal  à  — ^ ~~y~»  de  ^  on  tirera,  quel  que  soit  z\ 

C  étant  une  constante  arbitraire  qui  dépend  de  la  valeur  de  fydx,  à 

l'origine  de  l'intégrale.  Cette  suite,  qui  est  d'un  grand  usage  dans  ces 

recherches,  se  démontre  facilement  en  observant  : 

i°  Que 

J  y  dx  ==  fçcz  dy  —  ayz  —  <xfy  dz  ; 


■2°  Que  l'équation 
et  qu'ainsi 


dy 
ydx  —  a.zdy        donne        j  — asj- , 


z  dz  z  dz  r-    d(zdz) 


/.  r>  z  a*   -  z  az  f 

ydz=«J -dX-dy=«y~dF-«Jy  dx 

3°  Que 

fvd(zdz)  n^djzdz)  d(zdz)  r    d[zd(zdz)] 

et  ainsi  de  suite. 

La  série  précédente  cesse  d'être  convergente  lorsque  le  dénomina- 
teur de  z  est  très  petit  de  l'ordre  de  a,  et  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  x 

ne  diffère  de  que  d'une  quantité  de  cet  ordre;  il  faut  donc  n'em- 

ployer cette  série  que  dans  le  cas  où  cette  différence  est  très  grande 
par  rapport  à  a.  Mais  cela  ne  suffit  pas  encore  :  chaque  différentiation 
augmentant  d'une  unité  les  puissances  des  dénominateurs  de  z  et  de 
ses  différentielles,  il  est  visible  que  le  terme  de  la  série  multiplié 
par  v.1  a  pour  dénominateur  celui  de  z,  élevé  à  la  puissance  ii — i; 
donc,  pour  la  convergence  de  cette  suite,  il  est  nécessaire  que  a  soit 
beaucoup  moindre,  non  seulement  que  le  dénominateur  de  z,  mais 
encore  que  le  carré  de  ce  dénominateur. 

Il  suit  de  là  que  la  suite  (X)  donnera,  par  une  approximation  rapide, 
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l'intégrale    / ydx  prise  depuis  x  __  o  jusqu'à  x  =  — 6,  pourvu 

que  a  soit  beaucoup  plus  petit  que  O2;  et  si  l'on  observe  que  l'on  a 
y  =  o  et  s  -=  o  lorsque  x  =  o,  on  trouvera,  pour  la  valeur  de  /  y  >l  i . 
dans  ce  cas, 

Cette  suite  a  l'avantage  de  donner  les  limites  entre  lesquelles  la  valeur 
de  / ydx  est  resserrée;  en  effet,  cette  valeur  est  moindre  que  le  pre- 
mier terme  et  plus  grande  que  la  somme  des  deux  premiers  termes. 
Pour  le  démontrer,  nous  donnerons  à  z  cette  forme 


et  nous  aurons 

,    _     dx  jtx  dx 

'    1-hfX  (l  H-  fX)  [l  —  (H-fl)j7p* 

On  voit  ainsi  que  z  et  dz  augmentent  à  mesure  que  x  augmente  depuis 
x  =  o  jusqu'à  x  =  — - —  ;  les  quantités  s,  -y-  et  ■"  a  sont  donc  tou- 
jours positives  dans  cet  intervalle,  ainsi  que  les  intégrales  fydz  et 

/d(zdz)  ,    ,  , 

j  -i-j — ;  or  on  a,  par  ce  qui  précède, 

I  y  dx  =  a/s  —  a  /  JK  <:/.:. 

Partant  \  ydx  est  moindre  que  oys;  pareillement 

/.  dz  p    d(z  dz ) 

ydz  :.«^-_«y,__, 

et,  par  conséquent,    fydz  est  moindre  que  <xyz-^-;  donc   I ydx  est 

moindre  que  oys  et  plus  grand  que  oysfi  —  a-r1)-  Cette  remarque 

peut  servir  lorsque,  sans  chercher  la  valeur  exacte  de  jydx,  on 
veut  s'assurer  si  elle  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu'une  quantité 
donnée. 

OEuvres  de  L  --  IX. 
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La  suite  Çk)  donnera  encore  l'intégrale  fydx,  depuis  x  =s  — I h  6 

jusqu'à  x  —  i ,  et  si  l'on  considère  que,  x  étant  i,onaj~oets  =  o, 
on  verra  facilement  que  la  valeur  de  fydx,  dans  ce  dernier  cas,  est 
la  valeur  même  de  fydx  dans  le  premier  cas,  prise  en  moins,  et  dans 
laquelle  on  change  6  en  —  6;  donc,  si  l'on  nomme  k  l'intégrale  entière 
fydx,  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  i,  on  aura,  aux  quantités  près 
de  l'ordre  a3,  pour  cette  même  intégrale,  prise  depuis  x  =      *.     —  0 

jusqu'à«r= hG,ou,ce  qui  revient  au  même,  depuisa?—  — ~ 9 

jusqu'à  x  =     p     4-  6, 
J      ^  p  -\-q 


a[juL+(i4-a)202] 
a/**"1"1  <  i 


k  — 


(i-+-/x)3ô2 


[i  -  (i  +  ix)6y+<  (i  +  — 6  ôV+1  j 

[i  -+-  (i  -+-  /x)  ÔJ/H-i  ft  r  _  i_±i^  9\9+1  I 
ce  qui  donne 

P_,  ^  1  (l  +  fQ'O»  i 

[i  -  (14-  j*)  fl]^1  (\  +  ^£  0V* 
H-  [i  +  (I  -W  IX)9]P^  (l  -  îz££  qY  + 


Il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  d'avoir  la  valeur  de  k;  or  on  a,  par 
l'article  précédent, 

,  1.2. 3. .  .p. I . 2 . 3 . . .  7 

~   1.2.3.  .  .(/?-+-  q  +i)  i 

et,  quel  que  soit  u, 

i  .2.3. . .  «  =  Jznu"    2e-"(  n K  • .  ), 

v  \         12  a  / 
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d'où  il  est  aisé  de  conclure,  en  faisant/?  =  -  et  q  =  -» 


'  I  -+-  Cf. ; : (-  . 


5 

On  aura  donc,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a2, 

p_.  «V  (.  Ciaf*»-4-  (i  H-  fx)«  (i  -4-  f*  -4-  jxMQ'1 

|  +[,  +  (i  +  fi)0]^>(i--^e),M"t  j 

sur  quoi  Ton  doit  observer  que  la  quantité 

est  à  son  maximum  lorsque  0  ==  o;  d'où  il  suit  que  la  plus  grande  va- 
leur du  facteur 

est  très  près  de  2,  et  qu'il  est  beaucoup  moindre  pour  peu  que  0  soit 
plus  grand  que  zéro. 

Dans  la  question  présente,  ce  facteur  est  toujours  extrêmement 
petit;  pour  le  faire  voir,  nous  mettrons  la  quantité 

sous  cette  forme 

[■+^-^^][.-(.  +  (*>e?(.->-^)'', 

et  nous  observerons  que,  0  étant  fort  petit,  on  a,  par  des  suites  conver- 
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gentes, 

lOg[l-(l  +  ^)9]=,_(M-^)0-l(I   +   fx)^2._^(I-f-^)3ôS     _..., 

d'où,  en  substituant  au  lieu  de  »,  -,  et  au  lieu  de  q,  -,  on  tire 


]og[i_(I+fx)0]/^I+i±ii0y 


—  _  (t^ifr)1  ?  _  (f*~ OO  +  f  )4  9* 
partant 

[(i-(i  +  fji)9]p(n-  — ÏQ\  =e       *»*■     a  3ixï         «   ;'". 

62  étant,  comme  nous  l'avons  supposé,  beaucoup  plus  grand  que  a,  et 
e,  logarithme  hyperbolique  de  l'unité,  étant  plus  grand  que  2,  il  est 
clair  que  le  second  membre  de  cette  équation  est  très  petit  et  décroît 
très  rapidement  lorsque  a  diminue;  d'où  il  suit  que  la  quantité 

est  elle-même  très  petite,  ce  qui  est  également  vrai  de  la  quantité 

[i+(I-hF)0]^'(i_i=^0y+i, 

\  r       / 

dans  laquelle  se  change  la  précédente  en  faisant  Ô  "négatif. 

On  voit  ainsi  que,  ô  restant  le  même,  quelque  petit  qu'il  soit  d'ail- 
leurs, la  différence  de  P  à  l'unité  devient  d'autant  moindre  que  a 

diminue,  non  seulement  parce  que  le  facteur  «  qui  multiplie  cette 
différence  diminue,  mais  encore  parce  que  le  facteur 


q+ï 


çr-+-l 
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est  très  petit  et  diminue  avec  une  grande  rapidité  ;  et  il  e&l  visible  que 
l'on  peut  tellement  augmenter  p  et  g,  et,  par  conséquent,  diminuer  a, 
que  cette  différence  de  P  à  l'unité  soit  moindre  qu'aucune  grandeur 
donnée,  ce  qui  est  le  théorème  dont  nous  avons  parlé  au  commence- 
ment de  cet  article. 

XIX. 

Un  des  principaux  avantages  de  la  théorie  précédente  est  de  fournir 
une  solution  directe  et  générale  d'un  problème  intéressant,  dont  l'objet 
est  le  plus  ou  moins  de  facilité  des  naissances  des  garçons  et  des  filles 
dans  les  différents  climats.  On  a  observé  qu'à  Paris  et  à  Londres  il 
naît  constamment  chaque  année  plus  de  garçons  que  de  filles,  et, 
quoique  la  différence  soit  peu  considérable,  il  serait  assez  extraordi- 
naire que  cela  fût  l'effet  du  hasard,  et  il  est  bien  plus  naturel  de  penser 
que,  en  France  et  en  Angleterre,  la  nature  favorise  plus  la  naissance 
des  garçons  que  celle  des  filles.  A  la  vérité,  les  naissances  observées 
pendant  quatre  ou  cinq  ans  dans  quelques  petites  villes  de  France 
semblent  y  indiquer  une  moindre  facilité  pour  la  naissance  des  garçons 
que  pour  celle  des  filles;  mais  il  est  très  possible  que,  sur  un  petit 
nombre  de  naissances,  tel  que  quatre  ou  cinq  cents,  il  y  ait  plus  de 
tilles  que  de  garçons,  quoique  la  facilité  de  la  naissance  de  ceux-ci 
soit  plus  grande;  il  faut  employer  à  celte  recherche  délicate  de  beau- 
coup plus  grands  nombres,  vu  surtout  le  peu  de  différence  qui  existe 
entre  les  facilités  des  naissances  des  garçons  et  des  filles,  et  ce  n'est 
que  lorsqu'on  sera  bien  assuré  que  le  nombre  observé  des  naissances 
dans  un  lieu  quelconque  indique,  avec  une  très  grande  probabilité, 
que  les  naissances  des  garçons  y  sont  moins  possibles  que  celles  des 
filles,  qu'il  sera  permis  de  rechercher  la  cause  de  ce  phénomène.  La 
méthode  de  l'article  précédent  donne  un  moyen  fort  simple  pour 
obtenir  cette  probabilité  lorsqu'on  a  un  nombre  suffisant  de  nais- 
sances; nous  allons  l'appliquer  à  celles  qui  ont  été  observées  à  Paris, 
et  déterminer  combien  il  est  probable  que  les  naissances  des  garçons 
dans  cette  grande  ville  sont  plus  possibles  que  celles  des  filles. 
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Pour  cela,  nous  ferons  usage  des  naissances  qui  ont  eu  lieu  depuis 
1745  jusqu'en  1770,  et  dont  on  peut  voir  la  liste  dans  nos  Mémoires 
pour  l'année  1771,  page  857.  En  rassemblant  toutes  ces  naissances, 
on  trouve  que,  dans  l'espace  de  ces  vingt-six  années,  il  est  né  à  Paris 
25i  527  garçons  et  241 945  filles,  ce  qui  donne  à  très  peu  près  |Jf  pour 
le  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles  des  filles.  Cela  posé,  la 
probabilité  que  la  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon  est  égale  ou 

! y  dx 
moindre  que  \  est,  par  l'article  précédent,  égale  à  ^— r — >  l'intégrale 

j  ydx  étant  prise  depuis  x  ~~  o  jusqu'à  x  =  \\  d'ailleurs  cette  inté- 
grale, prise  depuis  x  ~  o  jusqu'à  x  = 8  et  divisée  par  k,  est, 

par  le  même  article,  égale  à 


V/27l(l  ~t- ju.)20 

ifA2-|- 

I2fZ(J  H-  fx):,02 


ai^+(i  +  fi)'(i  +  ^ji')8'    |   a„       1 


En  supposant  donc  ~ 0  —  ^  et,  par  conséquent,  6  =        ,  ^   , 

on  a,  pour  l'expression  de  la  probabilité  que  x  est  égal  ou  moindre 
que  5, 


/        2  0C(X 

'(- 

V     C»4-f*)fl 

H-jxy4-1  /n-jx\»+i 

X-fZ 

2    /     v  2^  J 

x     1  —  a 

48  j 

Ul2+3j*(l  —  |JL)2+(l-fx)4 

l2lA(l-hfA)  (l  —  fX)2 

Dans  le  cas  présent, 

y 

p  =  25i527, 
9—241945, 

^=■^=0,9619047, 
1            1 

p       201027 

:•••]• 
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ce  qui  donne  à  peu  près  02  =  24,  en  sorte  que  la  série 

[48^+3^(1 -,/)»-+ (.-^] 
1  —  <x ; — ; — -2 \-  a- .  .  . 

est  très  convergente,  et  Ton  trouve,  par  le  calcul,  que  le  second  terme 
est  environ  ^;  on  peut  ainsi  s'en  tenir  au  premier  terme  :  or  on  a, 
en  logarithmes  des  Tables, 


v^ 


2  0C/X 


lOg  V      |rr  ff         =  2,4660039, 

le  nombre  2  indiquant  une  caractéristique  négative;  on  a  ensuite,  en 
portant  la  précision  jusqu'à  douze  décimales, 

\ogp  =  5, 4oo5846 109,47, 

log(7  =-  5,3837i665i469, 

\og(p  ■+■  q)  —  5,693262615480, 

10g2  =  0,301029995664, 


d'où  l'on  tire 


iog(^-iy^=  73616,6879714, 

log(£^y=    74893s3836i39, 
log  2P+9+*  ==  1 4855o ,  4760803  ; 


partant 


En  repassant  des  logarithmes  aux  nombres,  on  aura,  pour  la  probabi- 
lité que  x  est  égal  ou  moindre  que  ^,  une  fraction  dont  le  numérateur 
est  peu  différent  de  l'unité  et  égal  à  i,i5ai,  et  dont  le  dénominateur 
est  la  septième  puissance  d'un  million;  cette  fraction  est  même  un 
peu  trop  grande,  et,  comme  elle  est  d'une  petitesse  excessive,  on  peut 
regarder  comme  aussi  certain  qu'aucune  autre  vérité  morale,  que  la 
différence  observée  à  Paris  entre  les  naissances  des  garçons  et  celles 
des  filles  est  due  à  une  plus  grande  possibilité  dans  la  naissance  des 
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garçons.  On  voit,  au  reste,  que  la  petitesse  de  la  fraction  précédente 


vient  principalement  du  facteur 


QWb 


ce  qui  confirme  ce  que  nous  avons  dit  dans  l'article  précédent  sur  la 
convergence  de  la  valeur  de  P  vers  l'unité. 

On  a  observé  que,  dans  l'intervalle  des  quatre-vingt-quinze  années 
écoulées  depuis  1664  jusqu'en  1757,  il  est  né,  à  Londres,  737  629  gar- 
çons et  698958  filles,  ce  qui  donne  environ  ff  pour  le  rapport  des 
naissances  des  garçons  à  celles  des  filles;  ce  rapport  étant  plus  grand 
que  celui  de  io5  à  101  qui  a  lieu  a  Paris,  et  le  nombre  des  naissances 
observées  à  Londres  étant  plus  considérable,  on  trouverait  pour  cette 
ville  une  plus  grande  probabilité  que  les  naissances  des  garçons  sont 
plus  possibles  que  celles  des  filles;  mais,  lorsque  les  probabilités  dif- 
fèrent aussi  peu  de  l'unité,  elles  peuvent  être  censées  égales  et  se  con- 
fondre avec  la  certitude. 

XX. 

La  constance  avec  laquelle  les  naissances  des  garçons  à  Paris  l'ont 
emporté  chaque  année  sur  celles  des  filles,  depuis  174Ô  jusqu'en 
1770,  est  encore  un  de  ces  phénomènes  que  l'on  ne  peut  attribuer  au 
hasard.  Déterminons  sa  probabilité  en  partant  des  données  précé- 
dentes; pour  cela,  soit  ia  le  nombre  moyen  des  naissances  des  gar- 
çons et  des  filles  dans  l'espace  d'une  année;  supposons,  de  plus,  que 
sur  ce  nombre  il  y  ait  m  garçons  et,  par  conséquent,  ia  —  m  filles  :  là 
formule  (0)  de  l'article  XVII  donnera,  pour  la  probabilité  P  de  cet  évé- 
nement, 

p  _  ij. 2 . 3 ... 2 a  1.2.3. . .  (  /?  -f-  «7  4-  1  ) 

i.2.i...(/)  +  ç  +  2a  +  i)  1  .ta .  3 . .  ,p .  1 .  a .  3 . ,  ,q 

1.2. 3.  ..(«7  +  2(7  —  m)  1 .2.3. .  .{p  -+-  m)_ 
i .  2 . 3 .  . .  (  2  a  —  m  )  1 . 2 . 3 ...  m       ' 

on  aura  donc  la  probabilité  que  les  naissances  des  garçons  ne  l'empor- 
teront point  sur  celles  des  filles,  en  prenant  la  somme  de  toutes  les 
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valeurs  de  P,  depuis  m  =  o  jusqu'à  m —  a.  Soit 

i  .2.3. .  .(g  H-aa  —  m).i.2.3...(/>  +  m) 


I.2.3. ..(2a  —  m). i.2.3. ..m 


=  /* 


et  cherchons  l'intégrale  finie  2ym,  depuis  m  =  o  jusqu'à  m  =  a,  la 
caractéristique  S  servant  à  désigner  les  intégrales  finies;  on  a  visible- 
ment 

(m  +  i)(y  +  2a  —  m) 

y,n  -  (aa-m)(/>-b#n  +  i)  <r"l"M  '* 
donc 

(w'+i)(y  +  2a  —  /n)~|    _(m+i)(7  +  2a-m) 

(2a-m)(Jp  +  m  +  i)J  ~~  (2a  —  /n)(/)  +  m  +  i)    y,n 

ou 

_  (m  +  i)(9+2a-m) 
7w~    <zap  —  p  -  m(p  +  q)  *y"" 

la  caractéristique  A  étant  celle  des  différences  finies.  Supposons  géné- 
ralement 

nous  aurons,  en  intégrant, 

2/m  =  y  m  Zm-t  —  2(ym  Asm_!  )  ; 
or,  si  l'on  substitue  pour  ym  sa  valeur  zmAym,  on  a 
2  (  y  m  A*»-i  )  ==  2(sM  A*M_,  A/,„  ) 

Pareillement, 

■=-ym*m-\  A(-2J,„_2  Asm_3)  —  2  \ym  A|>m_,  A(s„_,  Asm_3)]  I, 


et  ainsi  de  suite;  on  aura  donc 
(y)         2ym=C-*-ym3m-i 


1  —  Asm_,H-  A(sm_,  Asm_3) 
-A[3m_,A(;m_3  Acw_t)]  -k  . . 


C  étant  une  constante  arbitraire.  Cette  suite  est,  dans  les  différences 
finies,  ce  qu'est  la  suite  (X)  de  l'article  XVIII,  dans  les  différences 

OEuvres  de  L.  —  IX.  55 
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infiniment  petites  :  pour  déterminer  dans  quel  cas  elle  est  conver- 
gente, nous  observerons  que,  si  la  dimension  de  zm_i ,  en  p,  q,  a  et  m, 
est  r,  celle  de  As,„_2  sera  r  —  i,  celle  de  A(s/n_2  As/n_3)  sera  ir  —  2,  et 
ainsi  du  reste;  or  la  convergence  de  la  série  exige  que  ces  dimensions 
aillent  en  diminuant,  ce  qui  suppose  que  r  est  moindre  que  l'unité. 
Dans  la  question  présente,  où 

m(q  -\-  ia-\-  1  —  m) 


2  ap  -+-  q  —  m  (p  -f-  q) 


les  dimensions  du  numérateur  et  du  dénominateur  sont  égales  à  2,  et 
par  conséquent  r=  o;  la  suite  sera  donc  convergente,  pourvu  que  le 
dénominateur  ne  soit  pas  extrêmement  petit,  c'est-à-dire  que  -^*— 

diffère  sensiblement  de  -  :  or  c'est  ce  qui  a  lieu,  lorsque  m  est  égal  ou 
moindre  que  a,  p  étant  supposé  plus  grand  que  q. 

On  peut  mettre  la  quantité   m^q  +  2a  +  ï~m)  sous  cette  forme 

"  2<xp  -h  q  —  rn(p  -+-  q) 


E  +  Fm 


2ap  -+-  q  —  m(p  -h  q) 


en  faisant 


E 


_  —q(p-hq)~2aq  —  p 


{p  +  qY 

G  =  (aaP-t-<7)M/?-f-?)-4-2gy +  J°] , 

(/?H-7)2 


on  aura  ainsi 


^Zm_i  =  F^ (*(P  +  9) 

[2«/?  +  <7  —  m(p  -+-  q)\  [2ap  -h p  -\-2q  —  m(p  -+-  g-)] 

Or,  F  et  G  étant  positifs,  il  est  clair  que  Asm_2  est  toujours  positif  tant 

que  2a_m  est  moindre  que  -;  on  voit  de  plus  que,  dans  ce  cas, 

s,„_,Asm_2  va  toujours  en  augmentant,  en  sorte  que  A(5m_lAsw_2)  est 
encore  une  quantité  positive;  donc  Eymt  étant  égal  à 
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est  moindre  que  U  -hymzm_it  H  étant  une  arbitraire.  Pareillement 
l(yfnAsm_()  étant  égal  à 

7m-3„,_,  l(zm_i)  —  l[ym^[(zm.l  A~,„_t)] 

est  moindre  que  H'-f- ymzm-t  AsOT_2,  H'  étant  une  nouvelle  arbitraire  ; 
donc  l'intégrale  Zym  est  moindre  que  C  +jmsm_,  et  plus  grande  que 

C4-JKw2„«-i(i  —  Asm_,). 

Si  Ton  détermine,  au  moyen  de  la  formule  (y),  l'intégrale  I>ym 
depuis  m  =  o  jusqu'à  m  =  a,  la  constante  C  sera  nulle;  si  l'on  sup- 
pose ensuite  qu'il  naît  20000  enfants  chaque  année,  ce  qui  donne 
a  =  10 000,  on  trouvera,  en  employant  pour/?  etq  les  valeurs  de  l'ar- 
ticle précédent  relatives  à  Paris, 


Partant, 

on  aura  ainsi 

et 

En  faisant  donc 


-Sa-l—  26,22, 
Za-t  =  26,09. 

A3a_t=:o,i3; 

-/,„<  26,22 y a 

2ym>  26,22 ya{\  —  o,i3). 

2/m=26,22ya, 


cette  valeur  de  2y,n  ne  surpassera  que  de  ~  environ  la  véritable  va- 
leur ;  il  suit  de  là  que,  si  l'on  nomme  P  la  probabilité  que  sur  20000  en- 
fants il  y  aura  autant  de  garçons  que  de  filles,  la  probabilité  que  le 
nombre  des  garçons  ne  l'emportera  pas  sur  celui  des  filles  sera  un  peu 
plus  petite  que  26,22p. 

On  déterminera  la  valeur  de  P  par  la  formule  (gt)  de  l'article  XVII  ; 
pour  cela,  on  y  supposera  m  —  n  =  a,  et  on  la  mettra  sous  cette 
forme 

1  . 

P_   ypa9*  (p-+-q)iv(p  +  a)(q  +  <*)ïl  {     <*(p  —  <?)    V+a\l       a(p  —  ^    T 

{P+q)i°        s/pl(p^q  +  2ay       L        q(p  +  q  +  *a)\         L         A>  (/>  +  ?  + *«)J 


436  MÉMOIRE  SUR  LES  PROBABILITÉS. 

On  observera  ensuite  que 

1.2  3. .  .ia 
Y 


(i.2.3. ..a)2 
d'où  l'on  tire,  par  l'article  XVII, 

22" 

sjaiz 
on  a  d'ailleurs 

logTi  -       a(P~9)      V+a_  ,  J      a{p-q)       __  £        a*(p-qY       +       1 

L      '    q{p  +  q  +  ia)\  W  >lq(p  +  q  +  2a)        a  ^«(^  +  ^  +  2a)*  J' 

logr,-     «ip-q)  J\p+a=(p  +  a)\  -«(p-q)   _i     "2(/>-<7)'     _„,1 

«  étant  peu  considérable  par  rapport  à  p  etp  différant  peu  de  q,  ces 
suites  sont  très  convergentes,  et  l'on  peut  s'en  tenir  aux  deux  'pre- 
miers termes;  en  ajoutant  donc  ces  logarithmes,  on  aura 

iog["i  +     «(/>-?>    ~]?+a  f,         «(p-q)    ~\p+a 
L      q(p-+-q  +  2a)]      L      pip  +  q  +  za)] 

—  a*(p     rrvf  ' r  .P^  +  r/V  +  aC^+^n 

On  peut  supposer  à  très  peu  près  a(p2-h  q2)  =  iapq,  ce  qui  réduit  le 
second  membre  de  l'équation  précédente  à       a ,      ~  q — r:  ce  loga- 

^  r  ipq{p-±-q  +  2«)' 

rithme  est  hyperbolique,  et,  pour  le  convertir  en  logarithme  des 
Tables,  il  faut,  comme  l'on  sait,  le  multiplier  par  0,43429448.  En 
appliquant  des  nombres  à  ces  formules,  on  trouvera  que  le  logarithme 
tabulaire  de 

\x  ,       a(p-q)     '\q+a\l         a{p-q)     ~\p+a 

L         P(P  +  ?-+-  2 «)J        [         P(/>  +  ?  +  2«)J 

est  o,o638o4i;  on  a  ensuite,  en  portant  la  précision  jusqu'à  dix  déci- 
males, 

l0g2=  0,3010299957, 

logp  =  5,4006846109, 

\ogq=  5,3837  i665i5, 

log(/>  +  q)  ±=  5,6932625i56, 
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ce  qui  donne 


nana  — 

loS  /„i_„m«  =  2  >  36222ÔO  ; 


(*?)' 


de  plus, 


on  aura  donc 
d'où  l'on  tire 


log  s/arc  =  2,2485750, 
|oe(P  +  !)W+.)(^  =T>99,3791: 

logP  =  4, 1688342, 


26,22  P  =  0,0038678  =  —g- 1 


La  probabilité  que,  dans  une  année,  les  naissances  des  garçons  ne 
seront  pas  en  plus  grand  nombre  à  Paris  que  celles  des  filles,  est  donc 

moindre  que  -jr-j  or,  en  la  supposant  égale  à  cette  fraction,  on  aura,  à 

très  peu  près,  le  nombre  d'années  dans  lesquelles  on  peut  parier  un 
contre  un  que  cela  n'arrivera  pas,  en  multipliant  son  dénominateur 
259  par  le  logarithme  hyperbolique  de  2,  c'est-à-dire  par  0,6931472, 
ce  qui  donne  pour  produit  179  :  on  peut  donc  parier  avec  avantage  un 
contre  un  que  cela  n'arrivera  pas  dans  l'intervalle  de  cent  soixante- 
dix-neuf  années. 
Relative  ment  à  Londres, 

p  —  737629 
et 

q  —  698958, 

ce  qui  donne 

za-i=  i8,3ooo 

et 

A^a_,r=  0,0694; 

en  sorte  que,  si  l'on  suppose  la  probabilité  que  les  naissances  des  gar- 
çons ne  l'emporteront  pas  sur  celles  des  filles  égale  à  i8,3P,  cette  pro- 
babilité ne  surpassera  que  d'un  quinzième  environ  la  véritable.  On 
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trouve  ensuite 


log[ 


i  + 


a(p  —  g) 


9(P 


<  )       1 1+a  r 


a{p  —  q)       ~\P+a 


p(p 


a)\ 


o,o4324i4> 


log 


(/>  4- <7)V(/>  + «)(?  +  «) 


1,9970020. 


On  a  de  plus,  en  portant  la  précision  jusqu'à  dix  décimales, 

logp  =  5,8678379827, 

logq  =  5,84445io8oo, 

log(p  -+-  q)  =  6,1573319321, 


d'où  l'on  tire 

on  aura  donc 
partant 


log 


paq° 


=  4,8518990; 


logP  =  6,6435674, 
1 8,3  P  =  o,  oooo8o54 1 


12416 


La  probabilité  que  les  naissances  des  garçons,  à  Londres,  ne  l'empor- 
teront pas  sur  celles  des  filles,  dans  une  année  déterminée,  est  donc 

un  peu  moindre  que  — *--»  en  sorte  que  l'on  peut  parier  avec  avantage 

1  contre  1  que  cela  n'arrivera  pas  dans  l'intervalle  de  huit  mille  six 
cent  cinq  années;  ce  phénomène  est,  comme  l'on  voit,  beaucoup 
moins  probable  à  Londres  qu'à  Paris,  ce  qui  vient  de  ce  que,  dans  la 
première  de  ces  villes,  le  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles 
des  filles  est  plus  considérable. 

XXI. 

La  théorie  précédente  suppose  que  l'on  connaît  le  nombre  de  fois 
que  chaque  événement  simple  est  arrivé;  mais,  quoique  cette  suppo- 
sition s'étende  à  un  grand  nombre  de  problèmes  intéressants,  cepen- 
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dant  elle  n'est  encore  qu'un  cas  particulier  de  cette  partie  de  l'ana- 
lyse des  hasards,  qui  consiste  à  remonter  des  événements  aux  C*US6f. 
Nous  allons  exposer,  dans  les  articles  suivants,  une  méthode  générale 
pour  déterminer  les  possibilités  des  événements  simples,  quel  que  soit 
l'événement  composé  dont  on  a  observé  l'existence. 

Considérons  d'abord  deux  joueurs  A  et  B,  jouant  aux  mêmes  condi- 
tions que  dans  l'article  III,  c'est-à-dire  que,  A  ayant  m  jetons  au  com- 
mencement de  chaque  partie,  B  en  ait  n  —  m;  qu'à  chaque  coup  celui 
qui  perd  donne  un  jeton  à  son  adversaire,  et  que  la  partie  ne  doive 
finir  que  lorsque  l'un  d'eux  aura  gagné  tous  les  jetons  de  l'autre.  Sup- 
posons ensuite  qu'ils  aient  joué  de  cette  manière  un  très  grand  nombre 
de  parties,  dont  p  aient  été  gagnées  par  A  et  q  par  B,  et  que  l'on 
veuille  déterminer  leurs  adresses  respectives,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  leurs  probabilités  de  gagner  un  seul  coup.  Il  est  clair  que  le 
nombre  des  coups  gagnés  ou  perdus  par  chaque  joueur  est  inconnu, 
puisque  chaque  partie  peut  être  composée  d'un  nombre  plus  grand  ou 
moindre  de  coups  :  on  ignore  donc  ici  le  nombre  de  fois  que  chaque 
événement  simple  est  arrivé;  mais  il  est  facile  d'étendre  à  ce  cas  et  à 
tous  les  autres  semblables  la  théorie  des  articles  précédents,  en  obser- 
vant que,  si  p  et  q  sont  de  très  grands  nombres,  les  probabilités  des 
deux  joueurs  A  et  B  pour  gagner  une  partie  seront  à  très  peu  près  dans 
le  rapport  de  ces  nombres  :  or,  ces  probabilités  étant  connues,  on  aura 
facilement  leurs  adresses  respectives  ou  leurs  probabilités  de  gagner 
un  seul  coup;  car,  en  nommant  X  la  probabilité  du  joueur  A  pour 
gagner  une  partie,  et  x  son  adresse,  on  a,  par  l'article  III, 


i 


-M 


La  seule  racine  utile  de  cette  équation  est  celle  qui  est  positive  et 
moindre  que  l'unité;  or  il  est  aisé  de  voir  a  priori  qu'il  ne  peut  y  en 
avoir  qu'une  qui  satisfasse  à  ces  conditions,  puisque  l'adresse  x  ne 
peut  augmenter  ou  diminuer  sans  que  la  probabilité  X  augmente  ou 
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diminue;  la  valeur  de  x  que  l'on  tirera  de  cette  équation  jouira  donc 
du  même  degré  de  probabilité  que  X;  or,  si  l'on  suppose  petq  très 
considérables,  il  sera  extrêmement  probable,  par  l'article  XVIII,  que 
X  diffère  très  peu  de  p  ;  donc,  si  l'on  nomme  a  la  racine  positive  et 
moindre  que  l'unité  de  l'équation 

(a)  o  =  qxn-h  p(i  —  x)n  —  {p  ■+■  q)x"—m{\  —  x)m, 

il  sera  très  probable  que  l'adresse  x  est  très  approchante  de  «,  en  sorte 
que,  si  p  et  q  étaient  infinis,  il  serait  infiniment  probable  que  la  diffé- 
rence de  x  et  de  a  est  moindre  qu'aucune  grandeur  donnée.  Cette  va- 
leur de  a?  a  d'ailleurs  l'avantage  de  nous  faire  connaître  le  rapport  des 
coups  gagnés  aux  coups  perdus  par  le  joueur  A;  car,  si  l'on  nomme  r  le 
nombre  des  premiers  et  s  celui  des  seconds,  l'adresse  x  doit  être  très 
peu  différente  de  — - — >  en  sorte  que  l'on  a,  à  très  peu  près, 


r 
—  a. 


d'où  l'on  tire 


s        i  —  a 


Supposons  encore  que  A  et  B  ont  joué  p  parties  avec  la  condition 

précédente,  et  q  parties  dans  lesquelles  A  avait  m' jetons  et  B  n'  —  m' 

au  commencement  de  chaque  partie.  Supposons  ensuite  que,  sur  ces 

p  ■+■  q  parties,  A  en  ait  gagné  r;  cela  posé,  pour  déterminer  les  adresses 

de  ces  joueurs,  nous  nommerons  x  celle  de  A,  et  u  le  nombre  inconnu 

de  parties  qu'il  a  gagnées  sur  les/?  premières  :  l'équation  (a)  donnera 

dans  ce  cas 

o=(/>  —  v)xn-{-ij(i  —  x)n—  pxn-m{\  —  x)m. 

Le  nombre  des  parties  que  ce  joueur  a  gagnées  sur  les  q  dernières  est 
r  —  u  ;  on  aura  donc  encore,  en  vertu  de  l'équation  («), 

o  =z  (g  —  r  -h  v)xn'+  (/•  —  v)  (i  —  x)n'—  qxn'-m\i  —  x)m'. 

En  éliminant  o  de  ces  deux  équations,  on  aura  une  équation  en  x, 
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dont  la  racine  positive*  et  moindre  que  l'unité  est  celle  qu'il  faul 
choisir;  or  on  prouvera,  comme  ci-dessus,  qu'il  ne  peut  y  en  avoir 

qu'une  de  cette  nature.  Si  l'on  nomme  a  cette  racine, sera  à  Iri's 

1  i  —  a 

peu  près  le  rapport  du  nombre  des  coups  gagnés  au  nombre  des  coups 
perdus  par  le  joueur  A.  On  aura  ensuite 

v  a'n — (i  —  a)m 

—  =  au~m i — , 

p  an—(i  —  a)n 

et  ce  sera  le  rapport  du  nombre  des  premières  parties  gagnées  par  le 
joueur  A  au  nombre  total  p  de  ces  parties. 

XXII. 

Voici  maintenant  une  méthode  directe  et  générale  pour  déterminer 
les  possibilités  des  événements  simples,  quel  que  soit  l'événement 
observé. 

Si  l'on  désigne  par  x  et  i  —  x  les  possibilités  des  deux  événements 
simples,  et  que  l'on  cherche,  par  les  règles  ordinaires  de  l'analyse 
des  hasards,  la  probabilité  de  l'événement  composé  dont  il  s'agit,  on 
aura  pour  son  expression  une  fonction  de  x,  multipliée  par  un  coeffi- 
cient constant  quelconque;  si  l'on  nomme  y  cette  fonction  et  a  la  va- 
leur de  x,  positive  et  moindre  que  l'unité  qui  la  rend  un  maximum, 
non  seulement  cette  valeur  sera  la  plus  probable,  mais  elle  sera  encore 
très  approchante  de  la  véritable  possibilité  x  :  par  exemple,  si  l'événe- 
ment observé  est  la  naissance  de  p  garçons  et  de  q  filles  sur  p  -+-  q  en- 
fants, en  nommante  la  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon  et,  par 
conséquent,  i  —  x  celle  de  la  naissance  d'une  fille,  on  aura 

,.a.3...(/,  +  g)      œP{i_x)q 
l.2.6...p.l.2.6...</ 

pour  la  probabilité  de  cet  événement;  dans  ce  cas  y  =  xp(i  —  x)q,  et 

son  maximum  a  lieu  lorsque  x=  — — ;  cette  valeur  de  x  est  donc, 

à  très  peu  près,  la  véritable  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon, 
lorsque/?  et  q  sont  de  très  grands  nombres. 

OEuvres  de  L.—  IX.  56 
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Supposons  encore  que  l'on  tire  trois  boules  d'une  urne  qui  ren- 
ferme une  infinité  de  boules  blanches  et  noires  dans  une  proportion 
inconnue,  et  que  A  et  B  jouent  à  cette  condition  que  A  gagnera  la 
partie  si  sur  ces  trois  boules  il  y  a  plus  de  blanches  que  de  noires, 
et  qu'il  la  perdra  s'il  y  a  plus  de  noires  que  de  blanches.  Supposons 
ensuite  que,  sur  p  4-  q  parties,  A  en  ait  gagné/?  et  perdu  g;  cela  posé, 
si  l'on  nomme  x  la  probabilité  d'amener  une  boule  blanche,  on  aura 
x2(3 —  ix)  pour  l'expression  de  la  probabilité  que  A  gagnera  une 
partie,  et  (i  —  x)'2(i  -+-  ix)  pour  la  probabilité  qu'il  la  perdra;  la 
probabilité  de  l'événement  observé  sera  donc 


1.2. 3.  ../>.!. 2. 3.  ...7 

dans  ce  cas, 

y  =  x2P(S  —  2x)p(i  —  x)^(i-{-  ix)i, 

et  son  maximum  donne 

o=jo(i  —  xy  (i-4-2.r)  —  qx^{2>  —  2,r); 

d'où  il  suit  que,  si  l'on  nomme  a  la  racine  positive  et  moindre  que 
l'unité  de  cette  équation,  le  rapport  des  boules  blanches  aux  boules 
noires  de  l'urne  sera  à  très  peu  près  égal  à 

Le  maximum  de  y  n'indique  d'une  manière  approchée  la  véritable 
valeur  de  x  qu'autant  que  les  valeurs  de  y  voisines  de  ce  maximum 
sont  incomparablement  plus  grandes  que  les  autres;  car  il  est  visible 
que  l'intégrale  fydx,  prise  dans  un  très  petit  intervalle  de  part  et 
d'autre  de  ce  maximum,  est  alors  très  approchante  de  cette  même 
intégrale  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  1  :  or  le  rapport  de  la  pre- 
mière de  ces  intégrales  à  la  seconde  exprime  la  probabilité  que  la 
valeur  de  x  est  comprise  dans  cet  intervalle.  Les  valeurs  de  y  voisines 
du  maximum  surpasseront  considérablement  les  autres,  lorsque  y 
aura  des  facteurs  élevés  à  de  grandes  puissances  de  l'ordre  -*  a  étant 
un  coefficient  très  petit  et  d'autant  moindre  que  l'événement  observé 
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est  plus  composé;  si  l'on  prend,  dans  ce  cas,  le  rapport  de  dy  à  ydx, 
on  sera  conduit  à  une  équation  de  cette  forme 

dy  i 

y  dx        olz 

z  étant  une  fonction  de  x,  qui  ne  renferme  plus  de  puissances  clé 

l'ordre  -•  Ainsi,  toutes  les  fois  que  l'on  parviendra  à  une  équation 

semblable,  les  valeurs  de  x  décroîtront  avec  une  grande  rapidité  en 
s'éloignant  du  maximum,  et  la  valeur  de  x  correspondante  à  ce 
maximum  sera  très  approchante  de  la  véritable. 

On  voit  par  là  que  les  événements  composés  ne  sont  pas  tous  propres 
à  faire  connaître  les  possibilités  des  événements  simples  :  par  exemple, 
A  et  B  jouant  aux  mêmes  conditions  que  dans  l'article  III,  si  A  gagne 


la  partie,  en  nommant  x  son  adresse,  on  aura j— - — £y  pour  la 


probabilité  de  cet  événement.  Or,  si  l'on  suppose  m  et  n  de  très  grands 
nombres,  l'événement  observé  sera  composé  d'un  grand  nombre  de 
coups;  mais,  comme  les  valeurs  de  y  correspondantes  à  x  plus  grand 
que  j  sont  très  peu  différentes  de  l'unité,  cet  événement  ne  peut  faire 
connaître  d'une  manière  approchée  la  valeur  de  x  :  tout  ce  que  l'on  en 
peut  conclure,  c'est  qu'il  est  extrêmement  probable  que  A  est  plus  fort 
que  B,  parce  que  les  valeurs  dey  correspondantes  à  x  plus  petit  que  ^ 
sont  incomparablement  moindres  que  les  autres. 

XXIII. 

La  connaissance  des  valeurs  approchées  des  possibilités  des  événe- 
ments simples  qui  résultent  d'un  événement  composé  serait  très  im- 
parfaite si  l'on  n'était  pas  en  état  d'apprécier  combien  il  est  probable 
que,  en  prenant  pour  ces  valeurs  celles  qui  répondent  au  maximum 
de  y,  on  ne  se  trompera  pas,  soit  en  plus,  soit  en  moins,  d'une  quan- 
tité donnée;  pour  cela,  il  est  nécessaire,  comme  on  l'a  vu  dans  l'ar- 
ticle XVIII,  de  déterminer  le  rapport  de  l'intégrale  / ydx,  prise  dan> 
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un  petit  intervalle  de  part  et  d'autre  de  ce  maximum,  à  cette  même 
intégrale  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  i,  et  c'est  ce  que  nous  avons 
fait,  dans  l'article  cité,  pour  le  cas  où  y  =  xp(i  —  x)ç,  p  et  q  étant 
de  très  grands  nombres.  Nous  allons  présentement  généraliser  ces 
recherches  et  les  étendre  à  toutes  les  valeurs  de  y  qui  conduisent  à 
une  équation  de  cette  forme 

z  étant  une  fonction  de  x  qui  ne  renferme  point  de  puissances  de 
l'ordre  -• 

a 

Reprenons  l'équation  (X)  de  l'article  XVIII, 

r     ,  i  dz  ,d{zdz)         ^d[zd(zdz)]  i 

si  l'on  nomme 

a  la  valeur  de  x  correspondante  au  maximum  dej; 
Y  et  Z  les  valeurs  de  x  et  de  s  correspondantes  à  x  =  a  —  0  ; 
Y'  et   —  Z'  les  valeurs  de  ces  mêmes  quantités  correspondantes  à 
x  =  a  H-  0; 

si  Ton  observe  d'ailleurs  que,  les  deux  événements  simples  étant  sup- 
posés avoir  eu  lieu,  on  ay  =  o  lorsque  x  —  o  et  lorsque  x  =  i,  l'inté- 
grale fydx  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  a  —  0  sera 

v„f  drL        ,d(ZdZ)  1 

cette  même  intégrale,  prise  depuis  x  =  a  -+-  ô  jusqu'à  x  =  i ,  sera 

En  nommant  donc  k  l'intégrale  i ydx,  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à 
ifcrseï*  on  aura  cette  même  intégrale,  prise  depuis  x  =  a  —  8  jusqu'à 
x  =  a-{-0,  en  retranchant  de  k  les  deux  intégrales  précédentes;  en 
divisant  ensuite  ce  reste  par  k,  on  aura  la  probabilité  que  x  sera  com- 
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pris  dans  cet  intervalle.  Cette  probabilité  sera,  par  conséquent,  égal»'  à 

«YZ   |  d%         ,d(ZdZ)  _d[Zd(ZdZ)] 

i <  i  -4-  a  —   -+-  a*  — -+-  a3  — —      -+- .  , 

k      V         dd  ^         dd*        *  dV  ^ 

«Y'Z'I  dlJ  d(Z'dZ')  d[Z'd(Z'dZ')} 

-^rT      ^       -~d¥ a 39> +'"i' 

la  question  se  réduit  ainsi  à  déterminer  k.  Nous  y  sommes  parvenu 
dans  l'article  XVIII  où,  y  =  xp(i  —  x)q,  au  moyen  du  beau  théorème 
de  M.  Stirling  sur  la  valeur  du  produit  i.2.3...w,  lorsque  u  est  un 
très  grand  nombre;  mais  ce  procédé  est  indirect,  et  il  est  naturel  de 
penser  qu'il  existe  une  méthode  pour  déterminer  directement  £,  quel 
que  soit  y,  et  dont  ce  théorème  est  un  corollaire  :  celle  que  je  vais 
exposer  m'a  paru  remplir  cet  objet  de  la  manière  la  plus  générale. 

Puisque  la  valeur  de  y  conduit,  par  la  supposition,  à  une  équation 
de  cette  forme  ydx  =  ocz  dy,  on  a 


i   rdx 


en  sorte  que  logj  est  très  grand  et  de  l'ordre  de  -;  d'ailleurs,  a  étant 
la  valeur  de  a?  correspondante  au  maximum  dey,  si  l'on  fait  a?  =  a -H  0, 
et  que  l'on  nomme  A  la  plus  grande  valeur  de  y  ou  sa  valeur  lorsque 
0  =  o,  on  aura,  en  réduisant  en  série, 

cL\ogy  =  <xlogk-d*(f+f'e+f"6*-i-...), 

le  terme  multiplié  par  ô  disparaissant,  parce  que  l'équation  x  =  a  ou 
G  =  o  rend  y  iln  maximum.  On  aura  ainsi 

.       -^l/+/'0-H/»6'+..., 

et 

ffdx  =  \fe-^(/^'^-]d9, 

e  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  l'unité.  Soit 
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ou,  ce  qui  revient  au  même, 

logA  —  logy  =  t\ 

on  aura  par  la  méthode  du  retour  des  suites 

partant 

d9  =  J dt(h ;-+■  2h^  J t  +  5*« a**  + . . .), 

ce  qui  donne  * 

j' y  dx  —  o?  k  f  e~t%  dt(h  +  -iK"  aï  t  ■+  ZhW  <xt*  + . .  .)  =1  k. 

L'intégrale  j  ydx  doit  être  prise  depuis  a?  =  o  jusqu'à  a?  =  i;  or,  a? 

étant  nul,  on  a  y  =  o  et  log y  =  —  c©  :  donc  £2  =  qo.  Lorsque  x  =  a, 

on  a  G  =  o,  partant  /  =  o;  d'ailleurs,  lorsque  0  change  de  signe,  t  en 

change  pareillement,  en  sorte  que  les  valeurs  de  t,  correspondantes  à 

celles  de  x,  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  a,  ont  un  signe  différent  de 

celles  qui  correspondent  aux  valeurs  de  x,  depuis  x  =  a  jusqu'à 

x  =  i;  or,  a?  étant  i,  on  aj  =  o,  ce  qui  donne  i2  =  oo;  les  valeurs 

de  /  s'étendent  conséquemment  depuis  /  =  —  oo  jusqu'à  t  =  oo.  Dans 

ce  cas,  on  a 

ft2n-le-lidt  =  o, 

parce  que,  t2n~{  er*  se  changeant  en  —  i2n-*e~r'  lorsque  t  est  négatif, 
la  somme  de  ces  deux  quantités  est  nulle;  on  a,  par  une  raison  sem- 
blable,   . 

j't2ne-tldt  =  2J't2ne-tidt 

(la  seconde  intégrale  étant  prise  depuis  /  =  o  jusqu'à  t  =  oo)  ;  or  cette 
supposition  donne 

j'*"e-*dt  =  2H~l  ft^-te-^dt; 
pareillement 

J'pn-te-t*dt—  2n~  3  Çpn-'*e-*dt, 
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vÀ  ainsi  de  suite;  donc 

r.i»     »  j.     1.3.5.7... (2 «  —  0  r    ,  » 
y  tln  e-**  dt  — J- — -^ :  /  e-  '  cit. 

On  aura  ainsi 

Ar=2ajLA('A  +  i.3a^4-i.3.5a2^  +  1 .3.5.7a3^  +. . .  \fe-lidi. 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  d'avoir  l'intégrale    / e~'! di  depuis  /  =  <> 
jusqu'à  /  —  qo.  Pour  cela,  considérons  la  double  intégrale 

fj'e-^+^dsdu, 

et  prenons-la  depuis  s  =  o  jusqu'à  s  =  00  et  depuis  11  =  0  jusqu'à 
11  =  00;  en  l'intégrant  d'abord  par  rapport  à  s,  on  aura 

rre-s(t+n<)dsdu—  f '  -É!L- 

Or  on  a,  comme  on  sait, 

/du       7T 
1  +  U1  ~~  2  ' 

1?  étant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon;  donc 

jj'e-^^^dsdu—-. 

Si  l'on  prend  cette  double  intégrale  d'abord  par  rapport  à  u,  en  lai- 

e~J—  f  e~txdf%  soit   /  e~l* dl  as  B  (l'in- 
tégrale étant  prise  depuis  /  =  0  jusqu'à  /  =  00),  on  aura 

ffe-^l  +  '^dsdu  =  B  f  *?*%• 
Or,  en  faisant  s  =  s'2,  on  a 


448  MÉMOIRE  SUR  LES   PROBABILITÉS. 

(l'intégrale  étant  prise  depuis  s'  =  o  jusqu'à  s'  =  x>) ;  donc 

ffe-s(1  +  ut)  dsdu  =  2B*=-, 

i  ,— 

d'où  l'on  tire  B  =±\Jtx,  partant 

(.v)        Â:r=Av/a7i(  A  +  I..3 j-i.3.5  — j h  1.3.5.7 — i h"-  • 

Si  l'on  met  l'équation 

logA  — iogj  =  r- 

sous  cette  forme 

B  —  t    /  Qt 

~   yiogA  —  logj' 

on  aura,  pour  déterminer  les  coefficients  h>  h(2),  hw,  ...  de  la  série 

l'expression  générale 

u\  /  +  i/^_^4^+1(logA-log,rr""^ 

{z)  an—  1.2.3...(2/l_1_,)^^ 

pourvu  que  l'on  suppose  dQ  constant  et  0  —  o  après  les  différentia- 
tions.  [Voir  sur  cela  les  Mémoires  de  l 'Académie  pour  l'année  1777, 

p.  n5(').] 

Lorsque  n  =  o,  on  a 

«•A  =  0(logA  —  logyf*; 


or 


log,  =  logA  +  <?^  +  —  ^--^j+..., 

y,  dy,  d-y,  . . . ,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  étant  ce  que 

deviennent  ces  quantités  lorsqu'on  y  suppose  G  =  o;  cette  supposition 

donne 

dy 

y=A     et    4ë=°> 

(*)  Œuvres  de  Laplace,  T.  IX,  p.  3?.g. 
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on  aura  donc 


Partant  on  aura  à  très  peu  près,  lorsque  a  est  très  petit, 


V    m 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


A*V2TC 
V      d9* 


l'intégrale  iy  dx  étant  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  a?  --  i ,  et  les  quan- 
tités  y  et  -,  2  du  second  membre  de  cette  équation  étant  ce  qu'elles 
deviennent  lorsqu'on  y  suppose  x  —  a. 

XXIV. 

En  substituant  a  -+-  G  au  lieu  de  x  dans  logj  et  en  réduisant  en 
série,  la  condition  du  maximum  de  y  fait  disparaître  la  première  puis- 
sance de  9  dans  cette  série;  mais  cette  condition  peut,  comme  l'on 
sait,  faire  disparaître  la  première,  la  deuxième  et  la  troisième  puis- 
sance de  6  ou  la  première,  la  deuxième,  la  troisième,  la  quatrième  et 
la  cinquième  puissance,  et  ainsi  de  suite,  pourvu  que  le  nombre  des 
puissances  qui  disparaissent  soit  impair.  Voyons  ce  que  devient  alors 
l'intégrale  fydx,  prise  depuis  x  —  o  jusqu'à  x  —  i. 

Supposons  que  la  première,  la  deuxième  et  la  troisième  puissance 
de  0  disparaissent,  on  aura  pour  alogy  une  suite  de  cette  forme 

a  logj=-  alogA  -  V(f-hf6  +/'$*  +  . .  .); 

donc,  si  l'on  fait 

QEmres  de  L.         IX.  >7 
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on  aura 

logA  —  logj  =  f 

et 

B  =  «*<(*  +  *{,,^  + *w«li*+  *»'r  i,+-«Jk'*»<l+i? .), 

d'où  l'on  tire 

fy  dx  r=  è kje-1'  dt  (h  +  2  h™  et  -+-  3/^2>  «*«*  -+- .  . .). 

On  prouvera,  comme  dans  l'article  précédent,  que  l'intégrale  relative 
à  t  doit  être  prise  depuis  %•=.  —  00  jusqu'à  /  —  oc;  or  on  a  dans  ce  cas 

ft^-^e-^dt  —  o 

et 

ftine-tAdt  —  2  /  fermât, 

l'intégrale  du  second  membre  étant  prise  depuis  t  ==  0  jusqu'à  t  =  oc. 
Si  l'on  y  suppose  ensuite  n  --  ii,  on  aura 

et,  si  /i  =  ii  -+- 1,  on  aura 

en  supposant  donc 

fe-ï'dt     =C, 

ft\e-t''dt~£', 
on  aura 

Çydx=      2«*AC(   A     +  1^  «#*>-*-  1^«»A<«»  +L^L9Ii3flt,A(ls)_K    \ 

\       •        4  4"  4  /  * 

et  il  est  aisé  d'en  conclure,  par  analogie,  les  valeurs  de  fydx  dans  le 
cas  où  la  condition  du  maximum  de  y  ferait  disparaître  un  plus  grand 
nombre  de  puissances  de  6. 

Tout  se  réduit  donc  à  déterminer  les  valeurs  de  C  et  de  C  :  nous 
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observerons  d'abord  que,  C  étant  connu,  C  le  sera  pareillement*  < m \ 
si  l'on  prend  la  double  intégrale  /yV*(,+M<)  ds du,  depuis  s  = =  o  jusqu'à 
s  —  ao  et  depuis  u  =  o  jusqu'à  u  —  oc,  on  aura,  en  intégrant  d'abord 
par  rapport  à  s, 

ffe-êît*.*)  du  ds  =  f_^_  i,  _*_ . 

Si  l'on  fait  ensuite  u  \Js  =  /,  on  aura 


ffr'i1  +  »,)àà-::  Ce-*—.   fe-Vdt-z-C  fe~'^ 

JJ  J     VsJ  J     V* 


ds 

T* 

Soit  *  =t=  s'*,  et  l'on  aura 


donc 


Ce-  ~  =  kfs'*e~sids'  --.  4C; 


ffe-'^'^dsdu  =  4CC'=  — ^ 

^  2^2 


ce  qui  donne 

C: 


8Cv/î 


Quant  à  la  valeur  de  C,  il  ne  m'a  pas  encore  été  possible,  malgré 
plusieurs  tentatives,  de  la  ramener  aux  arcs  de  cercle  ou  aux  loga- 
rithmes; mais  j'ai  trouvé  qu'elle  dépendait  de  la  rectification  de  la 
courbe  élastique  rectangle  ou,  ce  qui  revient  au  même,  de  l'intégrale 
—==  »  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  i  ;  si  l'on  désigne  par  ic'  la 

valeur  de  cette  intégrale,  on  a  trouvé 

7r'—  1,3110287771/4605987       (»). 

Cela  posé,  considérons  la  double  intégrale  lie  *{l  "dsdu,  prise 
depuis  s  —  o  jusqu'à  s  —  oc  et  depuis  u  =  o  jusqu'à  u  =  oc;  en  faisant 
u  ys  =  *,  elle  deviendra 

fes'^fe-'-dt     ou     Cp| 
f  *  )  fb/>  le  Traité  de  M.  Stirling,  De  sommatione  et  interpolationc  sericrum,  p.  58. 
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Soit  s  =--  s'2,  et  l'on  aura 

fe-s>  *L  —  2  fe-^ds'=2C, 
J  V7*         J 

partant 

j'j'ç-sm  +  u*)  dsdu  —  'iO. 

Supposons  maintenant  s  \Ji  -+■  u'1  =.  s",  et  nous  aurons 

" J  J    \/i-hu',J  J    v/i-h«t 

en  nommant  donc  E  l'intégrale    /  - — — _-->  prise  depuis  u  =-  o  jusqu'à 
u  =  qo,  on  aura 

ce  qui  donne 


v/Ey/rc. 


Si  l'on  fait  — — ?  =  s\  on  aura 

I  H-  u* 


r    du     _      r_ 

j  sji  -+.«*■  y  (1 


ds 


sy 


l'intégrale  relative  à  s  étant  prise  depuis  s  —  i  jusqu'à  s  =  o,  en  sorte 
que 

l'intégrale  relative  à  s  étant  prise  depuis  s  -  -  o  jusqu'à  s  — - 1 . 
Considérons  présentement  la  double  intégrale 


(i  —  s2—  .r4)* 

prise  (4)  depuis  a;  =  o  jusqu'à  x  =  i  et  depuis  s  —  o  jusqu'à  z  —  i; 

(')  11  faut  sans  doute  comprendre  que  cette  intégrale  doit  être  étendue  à  toutes  les 
valeurs  positives  de  x  et  de  z  vérifiant  l'inégalité 

i  —  zs  —  x4>  o, 

i 
de  sorte  que,  pour  une  valeur  donnée  de  z,  x  varie  de  o  à  (i  —  z-)k;  x  augmentant 

encore  jusqu'à  i,  l'élément  différentiel  deviendrait  imaginaire. 

{Note  de  V éditeur.) 
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en  faisanl  <**  elle  se  changea  dans  celle-ci 

1  • 


f  ":    /'  "'■'  , 


ces  intégrales  étant  prises  depuis  a?'==  o  et  s  =  o  jusqu'à  x' =  1  et 
»       1 ,  ce  qui  donne 


r    di 

t           _    7T 

et          y 

dx 

»  — 

J  fài 

-  -3          2 

-  x") 

E; 

on  aura  donc 

f  f 

dœ  dz 

ttE 
2 

JJi* 

-*!  —  **)* 

Si  l'on  fait  ensnifp  - 

"*                   _/ 

¥> 
f  f 

i  —  a?4 
dx  dz 

»  on  aura 

f 

rfs' 

J  J  i- 

—  *»— a?*}* 

'/„ 

— -  5 

3  > 

or  on  a 


/dx         _       7T 
y/l  —  #*  2  y/2 

D'ailleurs,  si  l'on  suppose  1  —  s"2  =  i4,  on  aura 

J  (i-z'*y         J  V'-<4 

l'intégrale  relative  à  /  étant  prise  depuis  /  =q  1  jusqu'à  l==o;  cette  in- 
tégrale est  évidemment  égale  à  —  -x'  :  donc 

r    dz' 

ce  qui  donne 

dx  dz  ttn'       7r  E 


(1— °z*—x*)*        V2 
partant 

E--7t'y/2, 
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d'où  l'on  tire 

C  =  |  V^Tc'Vâff         et         C-       rc^ . 

4  V7r'  y/2 

XXV. 

Pour  appliquer  la  théorie  précédente  à  quelques  exemples,  soit 

y  —  xp(\  —  x)i\ 

en  faisant  p  -  -  et  q  —  ->  on  aura,  dans  le  cas  du  maximum  de  y, 

i 

.r  = -, 

I  -+-  /JL 


A  =  -    * 


partant  (art.  XXIII) 

A  — 

et 

alogA^log^^log^); 

on  a  d'ailleurs 

alogy  ~  log^c  ~h/Jt.log(i  —  x), 

et,  si  l'on  fait 


I  -t-  /Jt. 
on  aura 


donc 


«Iog/==f*log(^-0)  +  log(7^-+9); 


logA  -  log/  =-  i  log[i  +  (l  -4-  fx)0]  -  £log(i  4-  ■'-^  0J 

=  (T  +  ^d  +  fx)  Q2+  (,  +  jm)»(i-^)  0I  +  (i  +  f*)*(i  +  f*')  ^  +_ 
a  af/.  3  ol\ù1  4  <*/* ! 

d'où  l'on  tirera,  en  vertu  de  la  formule  (z)  de  l'article  XXIII, 


a}  h 


\/2jjia 
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La  formule  (s)  de  l'article  XXIII  donnera  donc 

/,_     vATaTT^'     (,    ,     «[(l-f-f*)'  —  i3fx]  ) 

A   —  ;  \  I  -I 7- — -+-  .  .  .  >. 

(H-fx)  * 

ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  l'article  XVIII. 

Si  ff  =  i,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si  />  —  </,  on  déterminera 
plus  simplement  de  la  manière  suivante  les  coefficients  de  la  série 
en  t,  qui  exprime  la  valeur  de  0;  pour  cela,  on  observera  que,  dans  ce 
cas, 

logA  — Iog/  =  -  -log(i-4^)~'2, 

a 
ce  qui  donne 

i— £&=*-** 

et 

Soit 

(i  —  e-^)1  —  2  a¥/(  /  -h  fa** H-  Fa»**  -+■  Ta3  £6  -+- .  .  .  )  ; 

en  prenant  les  différentielles  logarithmiques  des  deux  membres  de 
cette  équation  et  multipliant  en  croix,  on  aura 

«<,r!",(/  +  /'a<!+/'a'f'  +  ...)= .  (I  -\-  3  l'ott*  -h  5 1"  x*  t'*  -h  . .  .)  {i  —  r**)\ 

or  on  a 

.       ocU*          oc3tr> 
e-°"*=i—  «*»h 5  4- 

1.2  I .2.3 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation   précédente,  on   aura 
entre  les  coefficients  /,  /',  /",  /'",  ...  les  équations  suivantes 

i,       l 

I  .2 
1.2  1.2.3 


et  généralement 

/«■-»)  /('-«> 

0=z  2IÏ"'-  —  (21  —  3) h  (2t  —  6)  g 

V  1.2  'l.2.3 

—  (2«  — O) s—S    -r  (»/—   12) é    i    k 

V  ^1.2.3.4  1.2.3.4-3 
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en  continuant  cette  suite  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  au  coefficient  /.  On 
déterminera  donc  facilement  /',  /",  /'",  . . .  lorsque  ce  coefficient  sera 
connu ;-or,  si  l'on  néglige  les  puissances  de  t  supérieures  à  l'unité, 
on  a 

(i  —  e~*iy  —  a*  t  ; 

donc  /=  rÀ\  la  formule  (s)  donnera  ensuite,  en  observant  que  dans  ce 


cas  A  =  —  > 

2'1    . 


k  —  ! —     /  +  i  .3 .  a hi.3.5  — —  -+- 

2p 


On  a  généralement 

/        r    „,          k~  j         i.2.3.../>.i.2.3...<7 
k=  /  ^(i  —  x)i  dx—  ; V rî 

la  supposition  de/?  =  ^  donne 

I.2.3...2/J»_  I 

(i  .2.3. .  .pY        {ip  4-  i)/r' 

or  le  premier  membre  de  cette  équation  est  le  terme  moyen  du  binôme 
(i  -+-  \fp\  on  aura  donc  la  valeur  de  ce  terme  par  une  suite  très  con- 
vergente, lorsque  p  est  un  très  grand  nombre.  Si  l'on  compare  la 
manière  dont  nous  y  sommes  parvenu  avec  celles  qu'ont  employées 
MM.  Stirling  et  Euler,  le  premier  dans  son  Ouvrage  De  transforma- 
tione  et  interpolatione  serierum,  et  le  second  dans  ses  Institutions  de 
Calcul  différentiel,  on  trouvera,  si  je  ne  me  trompe,  que,  indépendam- 
ment de  sa  généralité,  elle  a  l'avantage  d'être  plus  directe,  en  ce  que 
les  procédés  de  ces  deux  illustres  auteurs  supposent  que  l'on  connaît 
d'avance  l'expression,  en  facteurs,  du  rapport  de  la  demi-circonférence 
au  rayon,  expression  que  Wallis  a  donnée;  celui  de  M.  Euler  est,  de 
plus,  fondé  sur  la  valeur  en  série  du  produit  i .  i .  3 . .  .p,  lorsque  p  est 
un  grand  nombre;  cette  valeur  est  encore  très  facile  à  déterminer  par 
notre  méthode.  Pour  cela,  soit 
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on  aura,  en  intégrant  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  oo, 

f  xp  e~x  dx  —  P  f  xp~x  e~x  dx, 

d'où  il  est  aisé  de  conclure 

f  xp e~x dx  =r  i  .2.3. .  .p. 

Le  maximum  de  y  a  lieu  lorsque  x  =^p,  ce  qui  donne  ppe~p  pour  ce 
maximum;  soient  donc  »  =  -  et  x  =  — h  0,  on  aura 

1  r/  rt 


donc 

Si  l'on  fait 
on  aura 

soit 

on  trouvera 

et  l'on  aura 
donc 


log/—  \ogpper-Pz=z  _log(i  +  «0)  —  0; 


j  ydx  —  pPe-PJ  e*  dO. 


log(i  -h  «9)  —  a0  =—  a*», 
«0»       a203       a»0* 


y/a 


h^i,     h>=i,     K=û. 


dQ  -  ^{h -\- ih' olH  +  Z  h"  (xf" +  ...); 
V* 


1  /  i 

/  j  cto  —  //+2  e-pj'dt  (  A  -+-  2  h'  a2  /  +  3  h"  a  *2  4- . .  J  e-"î, 

L'intégrale  en  a-  doit  être  prise  depuis  a?  =  o  jusqu'à  a;  =  qo;  or,  x  étant 

nul,  on  a  Ô  = ,  et  par  conséquent  l-  =  oo;  x  étant  égal  à  oo,  on  a 

6  =  ac,  partant  /2  =  oo;  on  doit  donc  prendre  l'intégrale  relative  à  di 
depuis  /  =  —  oo  jusqu'à  l  =  cc,  d'où  l'on  tire,  par  l'article  XXIII, 

jydx  —  p      2  e~P  y/7r  (  h  -+-  i .  3 h  i .  3 . 5  — 5 \- . . .  j, 

OF.uvres  de  L.  —  IX.  58 
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partant 

i.  a.  3.  ..p  =  p     *  e~p  \ji  il  (  i  -\ a +  ...). 

Nous  pourrions  appliquer  cette  méthode  à  beaucoup  d'autres  exem- 
ples, et  par  là  étendre  et  perfectionner  la  théorie  des  suites;  mais 
cette  digression  nous  écarterait  trop  de  notre  objet  principal. 

XXVI. 

La  méthode  précédente  donne  une  solution  fort  simple  d'un  pro- 
blème intéressant,  qu'il  serait  peut-être  très  difficile  de  résoudre  par 
d'autres  méthodes  :  on  a  vu  (art.  XIX)  que  le  rapport  d«s  naissances 
des  garçons  à  celles  des  filles  est  sensiblement  plus  grand  à  Londres 
qu'à  Paris  ;  cette  différence  semble  indiquer  à  Londres  une  plus 
grande  facilité  pour  la  naissance  des  garçons  :  il  s'agit  de  déterminer 
combien  cela  est  probable. 

Pour  cela,  soient 

u  la  probabilité  de  la  naissance  d'un  garçon  à  Paris; 

p  le  nombre  des  naissances  des  garçons  observées  dans  cette  ville; 

q  celui  des  filles; 

u  —  x  la  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon  à  Londres; 

p  le  nombre  de  naissances  des  garçons  qu'on  y  a  observées; 

q'  celui  des  filles. 

On  aura,  pour  la  probabilité  de  ce  double  événement, 

Hm^i-  u)i{u  —  x)p'(ï  —  u-+-  x)ï, 

H  étant  un  coefficient  constant;  donc,  si  l'on  nomme  P  la  probabilité 
que  la  naissance  d'un  garçon  est  moins  possible  à  Londres  qu'à  Paris, 
on  aura 

ffuP(i  —  u)'i(u  —  x)p'(i  —  h -h  cc)q'  dxdu 
p  —  ___ , 

/  /  uP(i  —  u)i  (u  —  x)p'  (i  —  u  4-  x)i'  dx  du 
l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  u  =  o  jusqu'à  u  =  x  et 
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depuis  x  ==  o  jusqu'à  x  =  i.  Celle  du  dénominateur  doit  être  pris»* 
pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  x  et  de  u  ;  or,  si  l'on  fait  u  —  x  —  s, 
ce  dénominateur  deviendra 

ffuP  (i  —  u)i  s''1  (i-s)i'  du  ds, 

la  double  intégrale  étant  prise  depuis  u  =  o  jusqu'à  u  —  i  et  depuis 
s  =  o  jusqu'à  s  =  i  :  on  aura  ainsi 

J'fuP(l~  u)v  (u  —  x)p'  (i  —  u  -+-  x)i' dx  du 
fJuP(l~  u)q sp' (i  —  s)'''  ds  du 

Déterminons  d'abord  l'intégrale  du  numérateur. 
En  nommant  y  la  quantité 

up(i  —  u)?  (u  —  x)p'  (l  —  u  -t-  x)i', 

on  aura  à  très  peu  près,  par  la  formule  ([l)  de  l'article  XXIII, 

, 1 

V/27r.r2 


fydu  — 


i/_^y 

V        au* 


en  substituant  pour  u,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  sa 
valeur  en  x,  qui  rend  y  un  maximum;  soit  X  cette  valeur,  on  a 


dy 

Ou 


J   \  u  x  —  u         u  —  X         I  —  U  -+-  X  ) 


et 


_    dlL    =   y  \P     +    _JL_    +  P'  +    t 1 

du*       J  lu*       (i  —  u)*       (u  —  x)*       (i  —  u-hx)*] 

ày  (p        g      1      p' g'      \ 

du\u        i  —  u       u  —  x        i —  u  -t-  x  ) 

Si  l'on  substitue  X  au  lieu  de  u,  on  a,  par  la  condition  du  maximum 

dv 

j-  =  o,  partant 


at       ^Lxï^(i-X)J^(X-^r)î  ^  (i-X  +  ^'J 
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d'où  l'on  tire 

\JiTzy 


fydu 


s/i'-v 


!> 


X)2       (X  —  ce)1       (i  —  X  +  #)2' 
X  étant  déterminé  par  l'équation 

(0  o  =  £--^+    p' 


X       i  — X       X-x       i_X  +  x 
ou 

0=X(l-X)[(p+p')(l-X)-(q  +  g')X] 

+  x\(p>+q>)X(l-X)  +  (l-2X)[qX-p(l-X)]\ 

+  x*[qX-p(i-X)l 


Soit,  pour  abréger, 

R  _  t  /  p  g       7       p'      ■  g' 

V  X2       (i  —  X)2       (X  —  xf  ~*~  (i  -  X  +  *)2' 

la  question  est  réduite  à  déterminer  l'intégrale  \Jik  f  ^-n— >  depuis 

x  =  o  jusqu'à  à?==i.  Au  lieu  de  cette  intégrale,  on  peut  considérer 

celle-ci  \Jitz  l  -^  -r^dX,  x  étant  regardé  comme  fonction  de  X;  mais 

il  faut  prendre  cette  dernière  intégrale  depuis  la  valeur  de  X  qui  a 
lieu  lorsque  x  =  o  jusqu'à  celle  qui  a  lieu  lorsque  x  =  i;  or,  en  fai- 
sant x  —  o,  l'équation  (*')  devient 

o  =  (p+p')(i-X)-(q  +  q')X, 

partant 

x-       p  +  p' 


P -+-/>'+  g  -\-g' 


En  faisant  x  =  i,  cette  équation  donne  X  =  i;  on  doit  donc  prendre 
l'intégrale  Jg  ^dX,  depuis  X  =  p+*/^'+g,  jusqu'à  X  =  i. 

*v  doc 
Supposons  é  ^v  =  j'  :  la  condition  du  maximum  de  y'  donne 
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l'équation 

dy 


o 


d{kd\) 


y  i   dx 

R  d\ 


or,y  étant  égal  à  X'(i-X)*(X  —  x)p' (i  —  X  +  a;)*',  on  a 

&=/> — l+  p: f__w+(_ 4 j£-\m 

y        \X        i— X        X  — a?        i_x  +  a?/  \i  —  X  +  a;       X  —  xJ       ' 

cette  équation  se  réduit,  en  vertu  de  l'équation  (/),  à  celle-ci 

rfy  _         q'  dx  p'  dx (  p  q      ^ 


y  '     i  —  X  +  a?       X  —  x       \X       i  —  X 
Maintenant,/?  et  q  étant  de  très  grands  nombres,  il  est  visible  que  — 

*hfz) 

est  incomparablement  plus  grand  que  , — -,  et  qu'ainsi  on  peut 

R  dX 
négliger  la  seconde  de  ces  deux  différentielles  par  rapport  à  la  pre- 
mière; on  aura  donc,  à  très  peu  près,  dans  le  cas  du  maximum  de  y, 


Q-P  9 

°-X      ï=T 


partant 


p  +  q 


Cette  valeur  de  X  est  moindre  que  —. — f  lorsque  -fi — ;  esl, 

P  -+-  P '  +  q  +  q  p+q 

comme  nous  le  supposons  ici,  plus  grand  que     p    ;  les  deux  limites 

dans  lesquelles  il  faut  prendre  l'intégrale  I y'  dx  sont,  par  conséquent, 
au  delà  de  la  valeur  de  X  qui  rend  y'  un  maximum;  ainsi  l'on  doit, 
pour  déterminer  cette  intégrale,  faire  usage  de  la  suite  (X)  de  l'ar- 
ticle XVIII. 

On  a,  à  très  peu  près, 


'  =  ?  =  (*-n*ï)*« 


dy'  _  dy 

y 
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d'ailleurs,  en  différentiant  l'équation 


o  =  £       q 


X        i  —  X       X  —  x        i  — X-t-a?' 

on  trouve 

dx R* 

dX  ~       p'  S  ; 


donc 


Soient 


(X  —  xf  ^  (i  —  X-+-X)' 


dy[_ Rj p-(P  +  ç)x 

f  ~      p'        ,  g'  X(i-X)     ax' 

(X  —  xy     (i_x  +  ;z)2 


I  IX  9  ,         V' 


la  quantité  que  nous  avons  nommée  z  dans  l'article  XVIII  sera  ici 

X(l~X)L(X-*)2  +  (i-X  +  ^)*J 

[^  +  (7^  +  (X^+(l-X4->r)0[l~(l  +  F)X] 

X  étant  la  variable  principale  dont  x  est  fonction;  si  l'on  observe 
ensuite  que,  X  étant  égal  à  l'unité,  on  a/=  o,  la  suite  (y)  de  l'ar- 
ticle cité  donnera 

jydx-      ctyz^i      «rfXt-«      d%}         «  rfX,         +---J, 

en  substituant,  après  les  différentiations  dans  le  second  membre  de 
cette  équation,  —. — - ■  pour  X  et  en  y  faisant  x  —  o. 

^  p  ■+■  p'  -h  q  +  q'  r  J 

Si  l'on  suppose  X  =  — - h  0,  6  sera  égal  à —. — - . -— > 

rr  p  +  q  p  +-  p ■+■  q  -+-  q      p^-q 

et  l'on  aura 

or,  0  étant  très  petit,  les  différences  successives  de  z  croissent  princi- 
palement par  la  différentiation  du  facteur  6  qui  se  trouve  au  dénomi- 
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nateur,  en  sorte  que,  si  l'on  suppose 


¥  = 


X<-X>[(X^  +  (,-X  +  J)Q 
(,-+-'')[g  +  (7^X?  +  (X^-t-(.-Xl4-x)-J 
on  aura,  à  très  peu  près, 


dz 
d\. 

F 

d(zdz) 

3  F* 

dX* 

~~   0* 

«y  f/ 

«F 

partant 

jy ax—    q   y     Qi  ■*■    0*       •••j» 

y  et  F  étant  ce  que  deviennent  ces  quantités  lorsqu'on  y  suppose 

x  —  o  et  X  = —. — .,  ce  qui  donne 

p  +  p »'-+-  q  -+-  q         ^ 


y  f 


'  î 


Il  est  aisé  de  voir  par  l'analyse  de  l'article  XVIII  que    / y' dx  est 

,  ay'F       ,  ,  a/F/  «F\ 

moindre  que  ■   ^    >  plus  grand  que  -^—  (  i  —  -^  j  et  moindre  que 

«r'F/          «F        3a2FJ\  ,  ,,  .      .. 

-^r—  (  i  — g^  H zî~  )>  en  sorte  que  1  on  a  par  ce  moyen  les  limites 

dans  lesquelles  la  valeur  de  f  y'  dx  est  resserrée. 

Cherchons  présentement  la  valeur  de  la  double  intégrale 

ff"p(i  —  u)isP'(i  —  s)'ïdsdu. 

La  formule  ((x)  de  l'article  XXIII  donne,  à  très  peu  près, 

f  uP(l—  n)9du  =  d'»ir  v  ' 

J  •[/»(! -«)»+?«')]" 

en  substituant  pour  u  la  valeur  qui  rend  ^(i  —  u)q  un  maximum;  or 
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cette  valeur  est  — - — :  on  a  donc 
P  +  9 


CuP  (  i  —  u)i  du  —  \f21t 


1         1 


En  changeant/?  en  p'  et  q  en  q't  on  aura 


J  sp'(i  —  s)*' ds  =  foi: 


partant 

C ÇllP{\  —  U)1  SP  (l  —  S)1'  dsdu  =  27T 


(f+ïf** 


1  1,1,1 

p      *qH     *p'      V      2 


Si  l'on  suppose  cette  quantité  égale  à  k,  on  aura  pour  la  probabilité 
cherchée  P 

!f2 


0*         V         02    +      ô* 


il  ne  s'agit  plus  maintenant  que  de  déterminer  les  valeurs  numériques 
des  différents  termes  de  cette  expression,  en  partant  des  données  pré- 
cédentes. Ces  données  sont 

j»  =  25i527,       P  —  7^7629, 
?  — 241945,        2'=  698958; 

d'où  il  est  facile  de  conclure 

logF  =  2,9767121, 
log9=  3, 4457598, 
\og<x  =  6,5994154 

et,  par  conséquent, 

ocF 

-p-  =0,048374, 

3  a2  F2 

Q,  =0,007020. 
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On  a  ensuite,  en  portant  la  précision  jusqu'à  douze  décimales, 

logp  =  5,4oo5846io947, 
log7  =  5,3837i66.5i469, 
logQo  -+-  q)  =  5,69326a5i548o, 
d'où  l'on  tire 

l°ë  (j+^y  =  736^>6o47o65, 

los(-d^)7  =  74891,9259319. 

On  a  pareillement 

log/?'  =  5,867837982735, 

\ogq'  =  5 ,  84445 1080009, 
Iog(//-i-<7'):=6,i5733i932o83, 
d'où  l'on  tire 


^G7^7)'  =2i354o,8676364, 
^(p-r^y  =218697,4253961. 


On  trouve  encore 

log(p-{-p')  =  5,995264741371, 

log(q  +  q')  =  5,973544853243, 
log(p  +p'-\-q  -+■  q')  =  6,28557o585i6i, 
d'où  l'on  tire 


/        p  _|_  p>        \p+p'     


Qn  a  enfin 

l0g(l-h  fi)  =  0,2926769, 
10g2  71  =  0,7981799, 

partant 

a  y'  F  \Ji  7C 


lOg- gi =580751,4993272, 


log£  =  580745,0942543, 

ce  qui  donne 

av'Fv/2~7r  e/    . 

J  .  / —  =  0,0000025414  ; 

9a" 
OF.uvres  de  L.  —  IX.  5g 
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donc 

P  ==  0,00000254l4  (l  —  0,o48374  -+-  0,007020  —  .  .  .). 

Si  l'on  prend  les  trois  premiers  termes  de  la  série,  on  aura 

P-      T     • 

4io4585 

cette  valeur  de  P  est  un  peu  trop  grande  ;  mais,  comme  en  ne  prenant 
que  les  deux  premiers  termes  de  la  série  on  aurait  une  valeur  trop 
petite,  il  est  aisé  d'en  conclure  que  la  précédente  ne  peut  différer  de 
la  véritable  de  la  j|j  partie  de  sa  valeur,  en  sorte  qu'elle  est  fort  ap- 
prochée :  il  y  a  donc  plus  de  quatre  cent  mille  à  parier  contre  un  que 
les  naissances  des  garçons  sont  plus  faciles  à  Londres  qu'à  Paris. 
Ainsi  l'on  peut  regarder  comme  une  chose  très  probable  qu'il  existe, 
dans  la  première  de  ces  deux  villes,  une  cause  de  plus  que  dans  la 
seconde,  qui  y  facilite  les  naissances  des  garçons,  et  qui  dépend  soit 
du  climat,  soit  de  la  nourriture  et  des  mœurs. 

XXVII. 

Il  est  facile  d'étendre  la  théorie  des  articles  précédents  au  cas  de 
trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  d'événements  simples. 

Si  l'on  nomme,  en  effet,  x  la  possibilité  du  premier  événement 
simple,  x'  celle  du  deuxième  et,  par  conséquent,  1  —  x  —  x'  celle  du 
troisième;  en  cherchant,  par  les  méthodes  ordinaires,  la  probabilité  de 
l'événement  observé,  on  aura  pour  sa  valeur  une  fonction  de  x,  x'  et 
i  —  x  —  x,  multipliée  par  une  constante  quelconque.  Soit  y  cette 
fonction,  pour  que  l'événement  observé  puisse  indiquer  d'une  manière 
approchée  les  possibilités  des  événements  simples,  il  faut,  comme  on 

dy         dy_ 

l'a  observé  dans  l'art.  XXII,  que  —  et  -^-  soient  des  fonctions  de  x 

*       y        y 

très  grandes  de  l'ordre  ->  a  étant  un  coefficient  d'autant  moindre  que 
l'événement  observé  est  plus  composé;  cela  posé,  si  l'on  intègre 


/. 
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ydx'y  depuis  x'  =  o  jusqu'à  x'=i~-x,  on  aura  pour  résultat  une 
fonction  de  x,  que  la  méthode  de  l'art.  XXIU  donnera  par  une  suite 
très  convergente.  Soit  u  la  valeur  de  x'  en  x  qui  rendj  un  maximum, 
x  étant  supposé  constant,  et  que  l'on  représente  par  Y  ce  maximum, 
on  aura,  par  l'article  cité,  pour  jydx\  une  expression  de  cette  forme 

J  j^'=:Yv^(/i-hi.3—  +i  .3. 5~V  -h...), 


Y,  h,  h",  hly,  . . .  étant  des  fonctions  de  x.  La  valeur  de  x  qui  rend  le 
second  membre  de  cette  équation  un  maximum  sera  très  approchante 
de  la  véritable  possibilité  du  premier  événement;  soit  a  cette  valeur, 
on  aura  pour  l'expression  de  la  probabilité  P  que  x  sera  compris  dans 
les  limites  a  —  0  et  a  -t-  0 


P  = 


/  Y dx  i  h  -h  i . 3 1-  1.3.5  — t \-  ...  ) 

/  Y  dx  (  h  -M  .  3 h  i .  3 . 5  — i h  . . .  1 


l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  x  =  a  —  0  jusqu'à 
x  =  «  +  6,  et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x  =  o  jus- 
qu'à a?  =  i  ;  or  on  déterminera  facilement  ces  intégrales  par  la  méthode 
de  l'art.  XXIII. 

La  valeur  a   se   détermine   en   égalant  à   zéro   la    différence    de 


Y  [h  4-  i.3—  -t-  . ..),  ce  qui  donne 


__.       dh-hi.ô 

d\  2 

o  = 


Y  .  _a/i' 

//  -h  r .  3 1-  . . . 

2 

-^r  est,  par  la  supposition,  une  quantité  très  grande  de  l'ordre-;  en 
négligeant  donc,  vis-à-vis  d'elle,  la  quantité 

dh  -h  i . 3 \- ... 


h  -+■  i  .3 

a 


dx 

dY 

dx 

dy        dy  dx' 
~  dx       dx'  dx 
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on  aura,  pour  déterminer  «,  l'équation 

dY 

o  = 

Or  on  a 

en  substituant  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  au  lieu  de 
x' ',  sa  valeur  u  en  x;  mais  cette  valeur  rend  nulle  la  quantité  —,  : 
on  aura  donc  les  deux  équations 

dy  ,         dy 

■—  =o         et        -^r-.  =  o. 

dx  dx' 

Il  suit  de  là  que  a  est,  aux  quantités  près  de  l'ordre  a,  la  valeur  de  x 
qui  rend  y  un  maximum,  en  faisant  varier  à  la  fois  x  et  xf;  on  peut 
donc  prendre,  sans  erreur  sensible,  la  valeur  de  x  correspondante  à  ce 
maximum,  pour  la  possibilité  du  premier  événement  simple,  et  il  est 
clair  que  l'on  peut  faire  des  remarques  analogues  sur  les  possibilités 
des  deux  autres  événements  simples. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  y  ait  dans  une  urne  une  infinité  de 
boules  blanches,  rouges  et  noires,  dans  une  proportion  inconnue,  et 
que  sur  le  nombre/?  -+-  q  -h  r  de  tirages  on  ait  amené/?  boules  blanches, 
q  boules  rouges  et  r  boules  noires  ;  en  nommant  x  la  facilité  d'amener 
une  boule  blanche,  x'  celle  d'amener  une  boule  rouge  et,  par  consé- 
quent, i  —  x  —  x'  celle  d'amener  une  boule  noire,  on  aura,  pour  la 
probabilité  de  l'événement  observé, 

I.2.3. ..(»-4-7  +  r) 

5 ^f — y       ' —  xPx'i(\  —  x  —  x'y. 

i .  a .  3 . .  .p .  i .  2 . 3 . . .  q .  i  *  2 . 3 , . ,  r 

Dans  ce  cas  particulier, 

y  =■-  xp x'i (x  —  x  —  x')1', 

r       j     ,  T.2.3...<7.1.2.3.../- 

/  ydx'— 2 —  a?"(i  — a?)»+r+l; 

J  i  .2.3. .  .{q  -t-  r  -h  i )        v  ' 

la  valeur  de  x  qui  rend  /ycfa?  un  maximum  est ;  cette  frac- 

'  ./  J  p-\-q  +  r-\-i* 
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tion  est  conséquemment  la  valeur  la  plus  probable  de  x.  Lorsque/?,  q 
et  r  sont  de  grands  nombres,  elle  se  réduit  à  très  peu  près  à  celle-ci 

>  qui  correspond  au  maximum  de  y. 

XXVIII. 

Jusqu'ici  nous  avons  supposé  la  loi  de  possibilité  des  événement- 
simples  constante  depuis  zéro  jusqu'à  l'unité,  et  cette  supposition 
est,  comme  nous  l'avons  observé  dans  l'article  XVII,  la  seule  que  l'on 
doive  adopter,  lorsqu'on  n'a  aucune  donnée  relativement  à  ces  possi- 
bilités; mais,  si  leur  loi  était  exactement  connue,  on  pourrait  encore 
y  appliquer  les  recherches  précédentes.  Pour  cela,  ne  considérons 
que  deux  événements  simples,  et  nommons  x  la  possibilité  du  pre- 
mier et  i  —  x  celle  du  second;  on  calculera  la  probabilité  de  l'événe- 
ment observé,  en  partant  de  ces  possibilités,  et  l'on  aura  pour  son 
expression  une  fonction  de  x,  que  nous  désignerons  par^;  si  l'on 
représente  ensuite  par  u  la  facilité  de  la  possibilité  x  du  premier  événe- 
ment, u  étant  fonction  de  x,  et  par  s  la  facilité  de  la  possibilité  i  —  x 

du  second  événement,  on  aura,  par  l'article  XV,       ^<       pour  la  pro- 

f  us  y  dx 

habilité  que  l'événement  observé  est  dû  aux  possibilités  x  et  i  —  x, 

l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  i; 

donc,  si  l'on  nomme  P  la  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  comprise 

dans  des  limites  données,  on  aura 

lus  y  dx 
/  usydx 

pourvu  que  l'intégrale  du  numérateur  ne  soit  prise  que  dans  l'étendue 
de  ces  limites.  On  voit  ainsi  que  ce  cas  rentre  dans  ceux  que  nous 
avons  considérés  dans  les  articles  précédents,  et  que  la  valeur  de  P  n 
déterminera  facilement  par  la  méthode  de  ces  articles. 

La  valeur  de  x  qui  rend  usy  un  maximum  sera  très  approchante  de 
la  véritable,  si  l'événement  observé  est  très  composé  et  si  l'on   ■ 
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ydx  =  <xzdy,  a  étant  un  coefficient  très  petit;  or  on  a,  en  égalant  à 
zéro  la  différentielle  de  usy, 

d(us)         dv 

o=    -^ -h—, 

us  y 

partant 

ex  d(us)        i 

o  = 1 

us  z 

On  aura  donc,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a,  o  =  \->  d'où 
il  suit  que  la  valeur  de  x  qui  rend  y  un  maximum  est  à  très  peu  près 
la  véritable,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  loi  de  facilité  des  possibilités 
des  deux  événements  simples. 

XXIX. 

Après  avoir  déterminé  les  possibilités  des  événements  simples  qui 
résultent  d'un  événement  composé  propre  à  les  faire  connaître,  il  nous 
reste  à  considérer  l'influence  de  cet  événement  sur  la  probabilité  d'un 
événement  futur  quelconque,  et  la  manière  dont  on  doit  calculer  cette 
probabilité.  Si  l'on  nomme  x  et  i  —  x  les  possibilités  de  deux  événe- 
ments simples,  s  la  facilité  de  x,  et  s'  celle  de  i  —  x,  on  calculera  les 
probabilités,  tant  de  l'événement  observé  que  de  l'événement  futur,  en 
partant  de  ces  possibilités,  et  l'on  aura  pour  résultat  deux  fonctions 
de  x,  dont  nous  représenterons  la  première  par  y  et  la  seconde  par  u; 
cela  posé,  si  l'on  nomme  P  la  probabilité  cherchée  de  l'événement 
futur,  on  aura,  par  les  articles  XIV  et  XV, 

/  ss'  uydx 
P=J-, , 

/  ss1  y  dx 

les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  prises  depuis 
x  =  o  jusqu'à  x  =  i .  Lorsque  l'événement  observé  sera  très  composé, 
la  méthode  de  l'article  XXIII  donnera  ces  intégrales  par  une  approxi- 
mation très  rapide,  ce  qui  montre  l'étendue  de  cette  méthode  et  son 
utilité  dans  ces  matières. 
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Si  l'on  n'a  aucune  donnée  sur  la  loi  de  possibilité  des  demi  évéfie- 
ments  simples,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  ordinaire,  on  (loi t  luppoflef 
(art.  XVII)  s  et  s'  égaux  à  l'unité,  ce  qui  donne 

f  uy  dx 
j'ydx 

pr  on  a,  à  très  peu  près,  par  l'article  XXIII, 


(fyd*)\ 


2ity* 
~dTy'' 
dx* 


'3VI3 


(Juydx)=       dHu,yl), 


dx3 


d%  y 
y  et  —^  étant  ce  que  deviennent  ces  quantités  lorsqu'on-  y  substitue 

pour  x  la  valeur  qui  rend  r  un  maximum,  et  u',  y'  et  -~  étant  ce  que 

deviennent  u,  y  et  ■—  lorsqu'on  y  substitue  pour  x  la  valeur  qui  rend 
uy  un  maximum;  on  aura  donc 

(y\  u'*y'>        dx* 

K    }  "     y3       d*(u'y>) 

dx* 

Supposons  que  l'événement  futur  dont  on  calcule  la  probabilité  soit 
très  peu  composé,  en  égalant  à  zéro  la  différentielle  de  uy,  on  aura 

dy  du 

o  — 


y  dx       u  dx  ' 
mais  on  a,  par  la  supposition, 

dy    __   i  _  i    . 

y dx        a.z        a 

en  faisant  -  =  z'\  l'équation  précédente  deviendra  ainsi 

du  . 

0=  Cf.— j h  z'. 

udx 
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Soit  a  la  valeur  de  x  qui  rend  y  un  maximum,  et  par  conséquent  z' 
nul;  la  valeur  de  x  qui  rend  uy  un  maximum  pourra  donc  être  repré- 
sentée par  a  -+-  ah,  h  étant  un  coefficient  quelconque,  et  l'on  aura 

,  ,  dy        o?h*  d2y         ex.3  h3    d3y 

y'=y-h  eth-f-  -\ -7-^  +  — -s  -jA,  ■+-..., 

u       *  dx        1.2   dx2        1.2.3  dx3 

y*  ~d~'  d~^'  '"  ^znt  ce  que  deviennent  ces  quantités  lorsqu'on  y  fait 
x  =  a;  on  a  ensuite 

^L  =  -  yz> 
dx      ,« 

dx*       J  \<x2  a  dx 

<£Z  _     (]_  _»i      J.  ./  ^        i  d*z' 

dx3       *  \  a3  *         a2  "*  âta?        a  da?2 


La  supposition  de  a?  =  a  donne  z'=  o,  et,  par  conséquent, 

/  d.Y 
ahdx-=°> 

a* h*  <P_y  _ah2     <te_ 
i .  2   dx2        i ...  a  ■    ofa? 

a3  A3   <7__   a2  A3       d2s' 


J- 


1.2.3  dx3        i .  2 . 3  J  dx2 
> 

on  aura  donc,  en  négligeant  les  termes  multipliés  par  a  , 

/  =  /• 


On  a  d'ailleurs 


cP(u'y)  _  , <py_     idu'dy      , d2u' 

dx2  dx2  dx  dx         *    dx2  ' 


or  il  est  visible,  par  ce  qui  précède,  que  —^  est  beaucoup  plus  grand 

dy' 

que  ~-  et  que  y,  en  sorte  que  l'on  peut  supposer,  à  très  peu  près, 

dx2  dx2 
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et  l'on  prouvera,  comme  nous  venons  de  le  faire  pour  y\  que  -~ 
peut  être  supposé  égal  à  -. -\*  partant 


dx* 

La  formule  (a)  deviendra  donc 

PI=u'i; 

mais,  si  l'on  nomme  v  ce  que  devient  u  lorsqu'on  y  l'ait  x  —  a,  on 
aura,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  a,  u'=  v;  donc 

d'où  il  suit  que  l'on  peut  calculer  la  probabilité  P  de  l'événement 
futur  en  employant  pour  x  la  valeur  qui  rend  y  un  maximum. 

Ce  théorème  cesserait  d'être  exact  si  l'événement  futur  dont  il  s'agit 
était  lui-même  très  composé,  car  alors  —7-  serait  très  grand,  et  la  va- 
leur de  xy  que  donne  l'équation 

du 


0  =  ex 


u  du- 


ne pourrait  plus  être  représentée  par  «-hocA;  on  ne  pourrait  plus 
d'ailleurs  supposer  —  "  {  égal  à  "'-ynr  Si  l'on  représente,  en  géné- 
ral, par  u  -+-  oinh  la  racine  de  l'équation 


du 
0  =  <x 


u  dx 

n  étant  un  exposant  moindre  que  l'unité,  on  aura 

„  ,  dy       a*"  A*  dîy 
J       J  dx  1.2    dx* 

et  l'on  trouvera 

a.nh-f-  =  0, 
dx 

a*" h*  d*y  _  <xin-lhi     d£ 
1 . 2     dx-  ~        1.2      J  dx  ' 

» 

CEuvres  de  !..  —  IX.  60 
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partant 

J      '.  *  ■         1.2      y  dx 

Cette  valeur  de  y'  ne  se  réduit  à  y,  dans  le  cas  de  a  infiniment  petit, 

que  lorsque  2/1  —  1  est  positif,  ee  qui  suppose  n  >  5,  et  il  est  aisé  de 

d*(u'y') 
voir  pareillement  que  ce  n'est  que  dans  cette  supposition  que       .■' — 

se  réduit  à     .  g;  le  théorème  précédent  ne  peut  donc  avoir  lieu  que 
dans  le  cas  où  in  est  plus  grand  que  l'unité. 

du 
u  dx         oc 


Soit  —y-  =  rrzjp*  ^  étant  fonction  de  x,  l'équation 


a  du  . 

o  ==  — h  z' 

u  dx 

deviendra 

ce  qui  donne  pour  x  une  expression  de  cette  forme 

x  ■=  a  +  or.n~lh; 

or  la  vérité  du  théorème  précédent  exige  que  l'on  ait  ri— 1>^,  et,  par 
conséquent,  1  —  /i'<  —  £;  donc,  afin  que  ce  théorème  subsiste,  il  est 
nécessaire  que  l'événement  futur  soit  assez  peu  composé  relativement 

à  l'événement  observé,  pour  que  (  —^.-  \    soit  une  fonction  de  x,  très 

petite  relativement  à  —-j-- 

r  y  dx 

Si  l'événement  futur  est  exactement  le  même  que  l'événement  ob- 
servé, en  sorte  que  u  =y,  la  valeur  a  de  x,  qui  rend  y  un  maximum, 
rendra  pareillement  uy  un  maximum,  en  sorte  que  l'on  aura  j'=  y  et 
u'—  v.  On  aura  ensuite 

d*(u'y!)  d2v        idy* 

dx*  J  dx1    '     dx*  ' 

mais  la  substitution  de  a  pour  x  donne  —-  =  o,  partant 

d*(u'y')  d*y 

■ - — -  =  2V  — —  • 

dx*  y  dx* 
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La  formule  (a)  deviendra  donc 

v  étant  ce  que  devient  u  ou  y  lorsqu'on  y  fait  x  ^a;  de  là  résuit' 
théorème  assez  remarquable  : 

La  probabilité  d'un  événement  futur,  pareil  à  celui  que  ion  a  observé, 
est  à  cette  même  probabilité,  déterminée  en  employant  pour  les  possibi- 
lités des  événements  simples  celles  qui  résultent  de  l'événement  observé, 
comme  i  est  à  sji . 

Si  l'on  a  observé,  par  exemple,  que  sur  p  -f-  q  enfants  il  est  né 
p  garçons  et  q  filles,  et  que  l'on  cherche  la  probabilité  P,  que  sur 
p-+-q  enfants  qui  doivent  naître  il  y  aura  p  garçons  et  q  filles,  on 
aura 

p  __       i.a.3...(jP-H<y) Ppqq         . 

l.2.3...p.i.2.3...q  fî^p  +  qy+ç* 

c'est  ce  qui  résulte  pareillement  de  la  formule  (or)  de  l'article  XV 11. 

En  général,  si  l'on  cherche  la  probabilité  P  que  l'événement  observé 
sera  suivi  d'un  nombre  n  d'événements  pareils,  on  aura  u  =  yn,  et  l'on 
trouvera 

y  étant  ce  que  devient  y,  lorsqu'on  y  substitue  pour  x  la  valeur  a  qui 
rend  y  un  maximum,  et  cette  équation  a  également  lieu,  n  étant  frac- 
tionnaire. On  s'exposerait  donc  alors  à  des  erreurs  considérables,  en 
employant,  dans  le  calcul  de  la  probabilité  des  événements  futurs, 
les  possibilités  des  événements  simples  qui  résultent  de  l'événement 
observé  :  en  effet,  il  est  visible  que  la  petite  erreur  que  l'on  peut  com- 
mettre, en  faisant  usage  de  ces  possibilités,  s'accumule  en  raison  du 
nombre  des  événements  simples  qui  entrent  dans  l'événement  futur, 
et  doit  occasionner  une  erreur  sensible  lorsqu'ils  y  sont  en  très  grand 
nombre.  Au  reste,  quel  que  soit  cet  événement,  on  peut  en  déterminer 
la  probabilité  au  moyen  de  la  formule  (a),  qui  est  toujours  vraie,  \ 
très  peu  près,  lorsque  l'événement  observé  est  très  composé. 
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XXX. 


Un  des  problèmes  les  plus  utiles  de  cette  partie  de  l'analyse  des 
hasards,  qui  consiste  à  remonter  des  événements  aux  causes  qui  les 
ont  produits,  est  celui  de  la  détermination  du  milieu  qu'il  faut  choisir 
entre  les  résultats  de  plusieurs  observations.  J'ai  donné,  dans  le 
Tome  VI  des  Mémoires  des  Savants  étrangers  ('),  les  principes  sur  les- 
quels il  me  semble  que  la  solution  de  ce  problème  doit  être  fondée; 
trois  illustres  géomètres,  MM.  de  la  Grange,  Daniel  Bernoulli  et  Euler, 
se  sont  depuis  exercés  sur  cet  objet  :  le  premier  dans  le  Tome  V  des 
Mémoires  de  la  Société  royale  de  Turin ,  et  les  deux  autres  dans  la 
Ire  Partie  des  Mémoires  de  Pétersbourg  pour  l'année  1777;  mais  leurs 
principes  étant  différents  de  ceux  dont  je  me  suis  servi,  cette  con- 
sidération m'engage  à  reprendre  ici  cette  matière  et  à  présenter  mes 
résultats  de  manière  à  ne  laisser  aucun  doute  sur  leur  exactitude. 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agisse  d'un  phénomène  qui 
a  été  aperçu  par  plusieurs  observateurs  à  des  instants  différents; 
chaque  observation  a  pu  s'écarter  en  plus  et  en  moins  de  la  vérité  et 
fixer  ainsi  l'instant  du  phénomène  plus  tôt  ou  plus  tard  qu'il  n'est 
arrivé.  Nous  supposerons,  ce  qui  est  très  naturel,  que  les  facilités  des 
mêmes  erreurs,  soit  en  plus,  soit  en  moins,  sont  égales  entre  elles,  et 
nous  désignerons  par  ç(a?)  la  facilité  tant  de  l'erreur  positive  x  que 
de  l'erreur  négative  —  x,  relativement  au  premier  observateur;  par 
cp'(^r),  ®"(x),  ...  ces  mêmes  facilités  pour  les  deuxième,  troi- 
sième, ...  observateurs.  En  nommant  ensuite  première  observation 
celle  qui  fixe  le  plus  tôt  le  phénomène,  deuxième,  troisième  obser- 
vations, etc.  les  différentes  observations  dans  l'ordre  de  leurs  dis- 
tances à  celles-ci,  nous  nommerons/?,  p',  p",  ...  ces  distances;  en 
supposant  donc  x  l'erreur  de  la  première  observation,  les  erreurs  des 
observations  suivantes  seront  p  —  x,  p'  —  x,  p"  —  x,  . . . ,  et  la  pro- 

(')  OEuvrex  de  Laplace,  T.  VIII,  p.  27. 
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habilité  que  toutes  ces  observations  auront  entre  elles  les  distances 
respectives  p,  p',  p",  . . .  sera 

or  les  probabilités  des  différentes  valeurs  de  x  sont  entre  elles,  par 
l'article  XV,  comme  les  probabilités  que,  ces  valeurs  ayant  lieu,  les 
observations  s'écarteront  entre  elles  des  quantités  observées  p,  p , 
p", Donc,  si  l'on  construit  une  courbe  dont  l'équation  soit 

y  —  y(x)  <p'(p  —  x)  ?"(/>' —  x), 

les  ordonnées  y  de  cette  courbe  seront  proportionnelles  aux  probabi- 
lités des  abscisses  correspondantes  x,  et  par  cette  raison  nous  la  nom- 
merons courbe  des  probabilités. 

Maintenant,  on  peut  entendre  une  infinité  de  choses  différentes 
par  le  milieu  ou  le  résultat  moyen  d'un  nombre  quelconque  d'observa- 
tions, suivant  que  l'on  assujettit  ce  résultat  à  telle  ou  telle  condition. 
Par  exemple,  on  peut  exiger  que  ce  milieu  soit  tel  que  la  somme 
des  erreurs  à  craindre  en  plus  soit  égale  à  la  somme  des  erreurs 
à  craindre  en  moins;  on  peut  exiger  que  la  somme  des  erreurs  à 
craindre  en  plus,  multipliées  par  leurs  probabilités  respectives,  soit 
égale  à  la  somme  des  erreurs  à  craindre  en  moins,  multipliées  par 
leurs  probabilités  respectives.  On  peut  encore  assujettir  ce  milieu  à 
être  le  point  où  il  est  le  plus  probable  que  doit  tomber  le  véritable 
instant  du  phénomène,  comme  M.  Daniel  Bernoulli  l'a  fait  dans  les 
Mémoires  cités  :  en  général,  on  peut  imposer  une  infinité  d'auhv> 
conditions  semblables  qui  donneront  chacune  un  milieu  différent; 
mais  elles  ne  sont  pas  toutes  arbitraires.  Il  en  est  une  qui  tient  à  la 
nature  du  problème  et  qui  doit  servir  à  fixer  le  milieu  qu'il  faut 
choisir  entre  plusieurs  observations  :  cette  condition  est  que,  en 
fixant  à  ce  point  l'instant  du  phénomène,  l'erreur  qui  en  résulte  soit 
un  minimum;  or  comme,  dans  la  théorie  ordinaire  des  hasards,  on 
évalue  l'avantage  en  faisant  une  somme  des  produits  de  chaque  avan- 
tage à  espérer,  multiplié  par  la  probabilité  de  l'obtenir,  de  même  ici 
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l'erreur  doit  s'estimer  par  la  somme  des  produits  de  chaque  erreur  à 
craindre,  multipliée  par  sa  probabilité;  le  milieu  qu'il  faut  choisir 
doit  donc  être  tel  que  la  somme  de  ces  produits  soit  moindre  que  pour 
tout  autre  instant. 

Supposons  présentement  que,  dans  la  courbe  des  probabilités  dont 
l'équation  est 

y  =  y(œ)y'{p  —  x)..., 

la  valeur  de  x  puisse  s'étendre  depuis  —/jusqu'à  c  —  /,  en  sorte  que 
l'intervalle  dans  lequel  x  peut  varier  soit  c;  si  l'on  fait  x  =  z  —  f,  il 
est  visible  que  %  pourra  varier  depuis  z  =  o  jusqu'à  s  =  c,  et  que  les 
probabilités  des  différentes  valeurs  de  z  seront  proportionnelles  à  y 
ou  à  y(z —f)y'(p  —  s-hf)...,  en  sorte  qu'on  pourra  les  repré- 
senter par  ky,  k  étant  un  coefïicient  constant.  Soit  h  la  valeur  de  z 
que  l'on  doit  prendre  pour  le  véritable  instant  du  phénomène,  on 
aura  k  I  (h  —  z)ydz  pour  la  somme  des  erreurs  à  craindre  depuis 
z  =  o  jusqu'à  z  =  h,  multipliées  par  leurs  probabilités  respectives, 
l'intégrale  précédente  étant  prise  pour  toute  l'étendue  de  ces  limites; 
on  aura  ensuite  k  j  (z  —  h)ydz  pour  la  somme  des  erreurs  à  craindre 
depuis  z  =  h  jusqu'à  z  =  c,  multipliées  par  leurs  probabilités,  le 
signe  f  servant  à  indiquer  que  l'intégrale  doit  être  prise  pour  toute 
l'étendue  de  ces  dernières  limites.  On  aura  donc 

kj\h  —  z)ydz  +  k  f"  (z  —  h)  y  dz 

pour  la  somme  entière  des  erreurs  à  craindre,  multipliées  par  leurs 
probabilités,  et  h  doit  être  tel  que  cette  somme  soit  un  minimum. 
Or,  si  l'on  fait  varier  h  de  la  quantité  infiniment  petite  £A,  il  est 
clair  que  la  variation  de  f(h  —  z)y  dz  sera  Bh  fydz  et  que  celle 
de  /  (z  —  h)ydz  sera  —  Bh  fydz;  la  variation  de  la  quantité  pré- 
cédente sera  donc 

kèh(fydz-f'ydz). 

En  égalant  cette  quantité  à  zéro  par  la  propriété  du  minimum,  on  aura 

fydz—  fydz. 
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L'ordonnée  correspondante  à  l'abscisse  //,  qui  détermine  le  milieu 
qu'il  faut  choisir,  doit  donc  diviser  en  deux  parties  égales  l'aire  de 
la  courbe  des  probabilités,  comprise  depuis  a  o  jusqu'à  -  =  c,  ce 
qui  donne  un  moyen  très  simple  de  déterminer  ce  milieu,  et  l'on  voit 
qu'il  a  encore  la  propriété  d'être  tel,  qu'il  est  également  probable  que 
le  véritable  instant  du  phénomène  tombe  au-dessus  ou  au-dessous,  en 
sorte  qu'on  pourrait  le  nommer  milieu  de  probabilité. 

XXXI. 

Toutes  les  fois  que  les  fonctions  ç (a?),  ®'(x),  ç*(a?),  . . .  qui  expri- 
ment les  lois  de  facilité  des  erreurs  des  observations  seront  connues, 
la  détermination  du  milieu  qu'il  faut  choisir  entre  plusieurs  obser- 
vations sera  réduite,  par  l'article  précédent,  à  partager  une  surface 
donnée  en  deux  parties  égales,  ce  qui  est  un  problème  de  pure  Ana- 
lyse. Mais,  ces  fonctions  étant  le  plus  souvent  inconnues,  c'est  au 
Calcul  des  probabilités  à  fournir  les  moyens  de  suppléer  à  cette  igno- 
rance; or  on  a  vu,  dans  l'article  XIII,  que  si,  dans  ce  cas,  ±a, 
±  a',  ±  a",  . . .  sont  les  limites  des  erreurs  de  la  première,  de  la 
deuxième,  ...  observation,  on  doit  supposer 

.     ,  1    .       a  ...  1     .       a' 

<p(#)=  —  log->         ?(#)•- — ilog  — ,         

T  2  a         x  tv/       2ai      o  x 

Il  ne  reste  plus  ainsi,  dans  la  recherche  du  résultat  moyen  de  plu- 
sieurs observations,  que  les  difficultés  inévitables  de  l'Analyse;  mais 
il  faut  convenir  qu'elles  rendent  la  méthode  précédente  d'un  très  dif- 
ficile usage  :  aussi  mon  objet,  en  l'exposant,  a  été  plutôt  de  faire  con- 
naître tout  ce  que  l'analyse  des  hasards  peut  donner  de  lumières  sur 
cette  matière,  que  de  présenter  aux  observateurs  une  méthode  pra- 
tique et  d'un  usage  commode;  on  pourra,  cependant,  l'employer  dans 
des  occasions  très  délicates,  telles  que  celles  du  passage  de  Vénus  sur 
le  disque  du  Soleil,  dans  lesquelles  il  est  nécessaire  d'obtenir  la  plus 
grande  précision.   Le  moyen  le  plus  simple  pour  cet  objet  est  de 
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carrer  par  parties  la  courbe  des  probabilités  et  de  déterminer  ainsi 
l'ordonnée  qui  divise  sa  surface  en  deux  parties  égales. 

XXXII. 

La  règle  ordinaire  des  milieux  arithmétiques  se  déduit  de  cette 
méthode,  en  supposant  a  =  a' =  a"  =  . . .  =  oo,  comme  il  est  facile 
de  s'en  assurer;  mais  nous  allons  démontrer  un  théorème  beaucoup 
plus  général  en  faisant  voir  que  cette  règle  a  lieu  toutes  les  fois  : 
i°  que  la  loi  de  facilité  des  erreurs  est  la  même  pour  toutes  les  obser- 
vations; 2°  que  les  mêmes  erreurs,  soit  en  plus,  soit  en  moins,  sont 
également  possibles;  3°  qu'elles  peuvent  être  infinies  et  que  la  fonc- 
tion qui  exprime  leurs  facilités  ne  décroît  d'une  quantité  finie  que 
lorsque  x  est  infini,  mais  qu'alors  elle  va  toujours  en  diminuant 
jusqu'au  point  de  devenir  nulle. 

Pour  cela,  soit  ç(aa?)  la  loi  de  facilité  des  erreurs  des  observations, 
a  étant  une  quantité  infiniment  petite;  soit  de  plus  q  la  valeur  de 
cp(a^r),  lorsque  olx  =  o  et,  par  conséquent,  lorsque  x  est  une  quan- 
tité finie.  Il  est  évident  que  l'ordonnée  de  la  courbe  des  probabilités, 
depuis  —  x  =  o  jusqu'à  —  x  =  oo,  sera 

y  ±z  o(ocx)  (f.  (ocp  -+-  eux)  ç(a/)'-f-  ocx).  .  .  . 

En  supposant  le  nombre  des  observations  égal  à  n  et  en  négligeant  les 
quantités  de  l'ordre  a2,  on  aura 

y  =  cf>  (ocx)'1  -h  a(p  -h p'  -h  p"  -h .  .  . +  //«-D)  <p (ace)"-1  -7,      'V  ; 

Ci,  l   OC  UL   ) 

or,  si  l'on  prend  l'intégrale    /  aep(a3?)"~'  -$-x^dx,  depuis  x  =  o 

jusqu'à  x  =  oo,  et  que  l'on  se  rappelle  que  o(olx)  ==  q  lorsque  x  =  o 
et  que  o(ce.x)  =  o  lorsque  x  =  oo,  on  aura 

oc  9 (ax)n-i  -^ — ~  dx  = qn  ; 

J  d(ocx)  n  a 

soit  donc  A  l'intégrale  j  y(<xx)ndx,  prise  depuis  x  =  o  jusqu'au  ==  oo, 


MÉMOIRE  SUR  LES  PROBABILITÉS.  kSl 

ot  l'on  aura 

A  —  ^-  (/>  -H />' -H />* -t- .  ..  +  /»{«-«>)  y" 

pour  l' intégrale  Jy  dx  correspondante  aux  valeurs  négatives  de  .r. 

Cette  même  intégrale,  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x—p{"-,),  etl 
p{n-\)qn^  parce  qUe  i'on  peut,  dans  cet  intervalle,  supposer 

par  conséquent  l'ordonnée  y  =  qn. 
Depuis  x  =p{n~{)  jusqu'à  x  =  oo,  on  a 

y  =  y(cix)<p(<xa:  —  cep)  cp(ocr  —  up'). . . 

OU 

y  =  ?(a(2-)"—  «(/?  -f-//-f-  f>'  +  .  •  .-H/^-1*)  v(otcc)*-1  <Lî±^}. 

d(ocx) 

or  l'intégrale  J<zy(<xx)n~l    ?(     V dx,  prise  depuis  x=p'"-,)  jusqu'à 

x  =  <x>,  est qn.  De  plus,  l'intégrale    Cy(cLx)n  dx,  prise  dans  le 

même  intervalle,  est  évidemment  égale  à  A—p{"-,]q";  on  aura  donc 

A—  pin-Dqn^  _L(^+^'_,_#  .._|_^<«-t)) 

pour  la  valeur  de  fydx,  prise  dans  cet  intervalle.  Partant,  l'aire 
entière  de  la  courbe  des  probabilités  est  égale  à  2A.  Or,  en  nommant 
h  l'abscisse  dont  l'ordonnée  divise  cette  aire  en  deux  parties  égales, 
la  partie  de  l'aire  qui  est  à  gauche  de  cette  ordonnée  sera  visiblement 
égale  à 

A {p-\-p'  -Jrp"-Jr.  .  .-{-  p{n~i))qa-hhqn; 

en  l'égalant  à  A,  on  aura 

h  =  -  (p  +  p'  -+-  p"  -+....  +  /,(»-»>  ), 

ce  qui  donne  pour  h  la  même  valeur  que  la  règle  des  milieux  arithmé- 
tiques. Les  suppositions  qui  nous  ont  conduit  à  ce  résultat  étant  hors 
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de  toute  vraisemblance,  on  voit  combien  il  est  nécessaire,  dans  les 
occasions  délicates,  de  faire  usage  de  la  méthode  que  nous  avons 
proposée. 

XXXIII. 

Il  est  facile  d'appliquer  la  théorie  précédente  à  la  correction  des 
instruments;  pour  cela,  supposons  que,  en  vérifiant  un  instrument 
et  en  répétant  un  grand  nombre  de  fois  la  même  vérification,  on  ait 
trouvé  n  différentes  erreurs  p,  p',  p",  ....  Soient  i,  i\  i",  ...  les 
nombres  de  fois  que  chacune  d'elles  a  été  répétée  ;  en  représentant  par 
x,  x',  x", . . .  leurs  facilités  respectives,  on  aura  kx1^1'  x"1" . . . ,  ...  pour 
la  probabilité  de  l'événement  observé,  k  étant  un  coefficient  constant; 
la  probabilité  de  ce  système  de  facilités  sera  donc 

xixn'xVi" . . .  dx  dx'  dx" . . . 


fnxix't'xMi". . .  dxdx'dx". . . 

les  intégrales  du  dénominateur  étant  prises  pour  toutes  les  valeurs 

possibles  de  x,  x' ',  x", Pour  en  conclure  la  probabilité  de  x,  on 

intégrera  la  fonction  x^x'1' x"1" . . .  dx  dx'  dx" . . .  d'abord  par  rapport 
à  x',  depuis  x'  =  o  jusqu'à  x'  =  i  —  x  —  x"  —  ... ,  ensuite  par  rap- 
port à  x" ,  depuis  x,,=  o  jusqu'à  x"  =  i  —  x  —  x'"  —  . . . ,  et  ainsi  de 
suite,  ce  qui  donne  pour  dernière  intégrale 

I.2.3...l'.I.2.3...fff.I.2.3...iW...        .,  '*L.m^Ll_ 

j-n fg = . Xl(l  —  xy+'"+'W+-+n-idx. 

I  .  2  .  3  .  4  .  .  •  (  l  -h  l    4-  I    -h  .  .  .  ) 

On  aura  donc,  pour  la  probabilité  que  la  facilité  x  sera  comprise  dans 
des  limites  données, 

/  V  (  i  —  x  )«'+  '"-1-  '*+  •  ■  • + ■  - x  dx 

/- » 
Xl{\  —  x)ï+i"+im+...+n-l  dx 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  dans  l'étendue  de  ces  limites  et 
celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  i  ;  or  cette 
probabilité  se  déterminera  par  la  formule  de  l'article  XVIII  en  y  chan- 
geant^» en  i  et  q  en  i'  h-  i"  -+- . . .  ■+-  n  —  i . 
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Examinons  présentement  la  correction  qu'il  faut  faire  à  une  nou- 
velle observation  faite  avec  cet  instrument  :  supposons  qu'il  soit  un 
quart  de  cercle  et  que,  en  prenant  un  grand  nombre  de  fois  une  même 
hauteur  apparente  a,  on  ait  trouvé  entre  cette  hauteur  et  la  hauteur 
réelle  n  différences  qui  s'étendent  depuis  a  —  a  jusqu'à  a  -h  a'.  Sup- 
posons de  plus  que,  en  partageant  l'intervalle  a -h a'  en  n  —  i  partir- 
très  petites,  on  ait  trouvé  que  l'erreur  —  a  a  été  répétée  i  fois  ;  que  Ter- 
reur —  a  h-  - — -  a  été  répétée  ï  fois;  que  l'erreur  —  a  -h  2(a~f"0C') 
n  —  i  *  ?  n  —  j 

a  été  répétée  i'"fois  et  ainsi  de  suite;  soient  enfin  x,  x',  x",  ...  les  faci- 
lités de  ces  erreurs.  On  aura,  par  l'article  XIV, 

fnxi^x'i'x"i". . .  dxdx'dx". . . 
fx'x'i'x1"". .  .  dxdx'dx". . . 

pour  la  probabilité  que  l'erreur  d'une  nouvelle  hauteur  a,  observée 
avec  ce  quart  de  cercle,  sera  —  a,  les  intégrales  du  numérateur  et  du 
dénominateur  étant  prises  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  x,  x\ 
x'\  . . . ,  ce  qui  revient  à  intégrer  l'un  et  l'autre,  d'abord  par  rapport 
à  x,  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  i  —  x'  —  x"  —  . . . ,  ensuite  par  rapport 
à  x',  depuis  x'  =  o  jusqu'à  af=  i  —  x"  —  . . .,  et  ainsi  du  reste.  On 
trouvera  de  cette  manière  que  la  fraction  précédente  se  réduit  à 

■: — r, — -, ;  cette  quantité  exprime  donc  la  probabilité  que 

l'erreur  de  l'observation  sera  —  a;  en  y  changeant  i  successivement 
en  *"',  i",  . . . ,  et  réciproquement,  on  aura  les  probabilités  que  l'erreur 

,     ,,   ,  ..  «-h  a'  2(a-f-a')  ~ 

de  I  observation  sera  —  a  h ou  —  a  h — -,  —  On  con- 

n  —  i  n  —  i 

cevra  donc  élevées  sur  les  extrémités  et  sur  chacune  des  divisions  de 
l'intervalle  a  -+-  a'  des  ordonnées  égales  ou  proportionnelles  à  ces 
probabilités  et  dont  les  extrémités,  à  cause  de  la  petitesse  des  divi- 
sions, formeront  sensiblement  une  ligne  courbe;  cela  posé,  l'abscisse 
dont  l'ordonnée  partagera  l'aire  de  cette  courbe  en  deux  parties  égales 
sera,  par  l'article  XXIX,  celle  dont  il  faut  faire  usage,  en  sorte  que,  si 
l'on  nomme  h  cette  abscisse  comptée  depuis  l'origine  de  l'intervalle 
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a  -t-  a'  qui  répond  à  l'erreur  —  a,  la  correction  qu'il  faudra  faire  à  la 
hauteur  observée  a  sera  h  —  a  et,  par  conséquent,  il  faudra  supposer 
la  hauteur  réelle  égale  àa  +  A-a. 

De  là  résulte  cette  règle  fort  simple  pour  corriger  l'instrument  : 
Ajoutez  continuellement  les  quantités  i -4-  i'-\-  2,  i'-h  i"-h  1,  i"-\-'i"-\-  2,  . . . 
jusqu'à  ce  que  vous  soyez  parvenu  à  une  somme  égale  ou  immédiatement 
plus  petite  d'une  quantité  quelconque  (jl  que  la  moitié  de  la  somme 

i  -4-  2  V  -4-  2  i"  H- .  .  .  4-  2  fl*-*J  +  t*^-1)  H-  2  n  —  2. 

Soient  r  le  nombre  des  quantités  1 '  -\-  i '  -h  2,  î'  -{-  «*"  -4-  2 ,  ...  que  vous  aurez 
ainsi  ajoutées;  l  le  nombre  des  parties  — — —  contenues  dans  ce  ;  la  cor- 
rection qu'il  faut  faire  à  la  hauteur  a  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la 
quantité  qu'il  faut  lui  ajouter  sera,  à  très  peu  prés, 


/-t- 


j(r;+ j-(r-»-i)+a  /    n  —  \ 


Si,  au  lieu  de  fixer  la  véritable  hauteur  au  point  de  l'abscisse  dont 
l'ordonnée  divise  l'aire  de  la  courbe  en  deux  parties  égales,  on  la 
fixait  au  point  dont  l'ordonnée  passe  par  le  centre  de  gravité  de  cette 
aire,  on  aurait  la  même  correction  que  donne  la  méthode  des  milieux 
arithmétiques  :  cette  méthode  revient  donc,  dans  ce  cas,  à  prendre 
pour  milieu  le  point  où  la  somme  des  erreurs  en  moins,  multipliées 
par  leurs  probabilités,  est  égale  à  la  somme  des  erreurs  en  plus,  mul- 
tipliées par  leurs  probabilités. 

Lorsqu'une  fois  on  connaît  la  loi  de  facilité  des  erreurs  d'un 
instrument,  on  peut  en  conclure  celle  des  erreurs  d'un  résultat  quel- 
conque déduit  d'observations  faites  avec  cet  instrument,  tel  que  le 
midi  conclu  par  deux  hauteurs  correspondantes.  En  effet,  si  l'on 
nomme  z,  z' ',  z" ',  ...  les  erreurs  des  observations  que  nous  suppose- 
rons ici  très  petites,  la  correction  qu'il  faudra  faire  au  résultat  sera 
Az  -+-  A'z'  -+-  k"z" -\-  . . . ,  A,  A',  A",  . . .  étant  des  coefficients  constants 
dépendant  de  la  nature  du  résultat  que  l'on  déduit  des  observations. 
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Si  l'on  suppose  cette  correction  égale  à  x,  on  aura 

Il  ne  s'agira  plus  ensuite  que  de  déterminer,  par  la  méthode  de  l'ar- 
ticle VII,  la  probabilité  de  cette  équation  au  moyen  de  la  loi  de  faci- 
lité des  erreurs  z,  z',  z ";  on  aura  ainsi  pour  cette  probabilité  une 
fonction  de  x,  que  nous  désignerons  par  o(x)f  en  sorte  que  l'équa- 
tion de  la  courbe  des  probabilités  des  valeurs  de  x  sera  y  —  y(x). 
Maintenant,  si  l'on  prend  l'intégrale  j ydx  pour  toute  l'étendue  des 
limites  dans  lesquelles  x  peut  varier,  l'abscisse  h  qui  divisera  en  deux 
parties  égales  la  surface  que  représente  cette  intégrale  sera  la  correc- 
tion qu'il  faudra  faire  au  résultat  proposé. 
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